SIXIEME PARTIE

Intégration sur les espaces de suites

CHAPITRE XXIII

ESPACES DE SUITES

Les espaces de suites constituent le cadre naturel dans lequel traiter les problemes

relatifs aux processus stochastiques, en particulier ceux concernant les suites de variables

aléatoires indépendantes ou les martingales. Nous commencons par le cas tres particulier
du produit cartésien d'une suite d’ensembles finis, qui est un espace topologique compact ,
et qui permet d’'introduire de maniere simple et significative les concepts de base .

Nous réexaminons ensuite ces concepts pour I'espace vectoriel des suites réelles , muni
d’une topologie convenable, qui constitue ’espace fondamental de la théorie des proces-
sus. Cet espace n’étant pas localement compact, contrairement aux espaces IR™, nous
serons amenés a travailler avec une compacité pseudo-locale, utilisant une famille de

compacts suffisamment représentatifs : les compacts élémentaires .

§ 1. Les espaces ()

Soit H; une suite d’ensembles finis non vides ; on note ) l’ensemble des suites X
telles que Vi € IN X (i) € H;. On munit 2 de la topologie de la convergence simple :
une suite d’éléments X,, € {2 converge simplement vers X € 2 ssi V) € IN il existe

NeN telque Vi<j Vn>N X,(i)=X(i); on écrit X, > X,

L’espace ) est homéomorphe au produit cartésien infini 4X]NHZ-.
1€

Remarque : 7, est un cas particulier d’espace 2 : en effet 7Z, est homéomorphe a €2

avec Vi€ IN Hi:{(),l,...,p—l}.

1.1. Théoreme : € est un espace topologique .

Dém : C’est un produit (dénombrable) d’espaces compacts.

1.2. Définition : Les boules de €2 de centre X € (2 sont les parties

Bij(X)={YeQl||Vi<j Y(i)=X(i)} avec j € N.
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1.3.* Théoreme : Les boules sont a la fois ouvertes et fermées dans €. Une partie A

de € est ouverte ssi VX & A il existe une boule B avec X € BC A.

Notation : On note F(2) lalgebre des fonctions bornées € — IR, que I'on munit de

la norme uniforme || f|| = sup |f(X)].
XeQ

1.4.* Théoreme : Une fonction f : Q — IR est continueen X € Q) ssi Ve >0

ilexiste j €N telque VY€ Q |[Vi<j Y(i)=X(i)] = |f(Y)—f(X)]<e|.

On note C(92) l'algebre des fonctions continues €2 — IR. On a clairement C(§2) C F().

Onpose VjeIN |Q; = X H; | et on note F(2;) l'algebre des fonctions ; — IR.

(]

1.5. Définition : Soit j € IN; pour toute fonction f € F(£2;) on identifie f a la
fonction de F(2) définie par

FrQoR: X e F[X(0), X(1), ..., X()] |

1.6.* Théoreme : F(§2;) est une algebre de Riesz (finidimensionnelle) et Vj € IN

F(Q;) C F(Qj41) C C(Q)].

Notation : Onpose | E(Q) = F(Q;)| C C(Q).

JEN

Les éléments de 1'algebre de Riesz £(2) s’appellent les fonctions étagées sur € ;

ce sont des combinaisons linéaires de fonctions caractéristiques de boules de 2.

1.7.* Théoreme : £(02) est dense dans C(§2) pour la norme uniforme.

1.8. Définition fondamentale :

Une mesure sur Q est un élément du N-dual de I'espace normé (& (), || [|).

Ou encore : Une mesure sur 2 est une forme linéaire i : £(2) — R

vérifiant la propriété : | Il existe M >0 tel que Vfe E(Q) |a(f)] < M| f].

On note M (2) Pespace vectoriel des mesures sur €.

Autrement dit | M(€) est le N-dual de I'espace normé (€(Q), || ||)].

On munit M(2) de la norme duale || |,.
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Notation intégrale : Ve M(Q) V fe E(Q) on note

/Qf(X)ﬂ(X) =/Qfﬂ — Al |

1.9. Définition : Soit i€ M(Q); Vj € IN onnote fi(;) la restriction de i a F(£2;).

fi(;) peut étre considéré de maniere naturelle comme une mesure sur €2;.

Réciproquement soit une suite de mesures ji; sur €, telle que sup || ;| <+ o0
jEN

et VielN Vfe&(Q) fji(f)=i;(f); alorslasuite fi; définit de maniere

naturelle une mesure sur 2, ce que 'on peut énoncer dans le théoreme suivant :

1.10.* Théoréeme : La donnée d'une mesure i € M(Q) est équivalente a la donnée

d’une suite de mesures fi; sur €2; telle que

sup | fijlle < +oo| et VieIN VfeF(Qy) |iajn(f)=a;(f)|
VAS

La suite || fi;|. est alors croissante et on a | || fi|l« = sup || ;| |-
jEN

Remarque : Comme €2, est un ensemble fini, une mesure fi; sur 2, est simplement

une “fonction de poids” f; : ©; = IR.

Les conditions du théoreme précédent signifient donc explicitement :

sug Z|ﬂj(w)]<+oo et |VjelN VweQ; Zﬂjﬂ(w,x):ﬂj(w)
je

UJEQj CEEHj+1

1.11.* Théoreme : Vi, 7 € M(Q) p<v & [VieN fg <oyl

1.12.* Théoreme : Ve M(Q) VieIN |||y =|aul|-

1.13.* Théoreme : M() est un espace de Riesz-Banach.

1.14. Définition : g€ M(Q)t est une (mesure de) probabilité sur Q ssi | [|[a].=1].

On note P (2) l'ensemble des mesures de probabilité sur €.

1.15. Définition :

fi € M(Q)" est un processus stochastique sur Q ssi |VjeIN [ € P(Q;) |

On note PS(2) C P () l'ensemble des processus stochastiques sur 2.
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Comme sur [a,b] on définira les algebres suivantes de fonctions sur €2 :

1.16. Définition : Une fonction f € F(€2) est de Baire ssi elle est limite simple bornée
d’une suite de fonctions de £(€2).

On note BA(2) = {fonctions de Baire }.

1.17. Définition : Une fonction f € F(Q2) est universelle ssi

VieM(Q)" Ve>0 ilexiste g,h € BA(Q) telsque g< f<h et ji(h—g)<e]|.

On note W () = {fonctions universelles } .

1.18.% Théoreme : | £() C C(Q) C BA(Q) C W(Q) C F(Q) |.

1.19.* Théoreme : C(Q2), BA(Q), W(Q), F(£2) sont des algebres de Riesz-Banach

pour la norme uniforme.
1.20.* Théoreme : M(Q) est un module de Riesz sur W (12).

Ces espaces vérifient les mémes propriétés et théorémes que sur [a,b].

§ 2. L’espace it}

2.1. Définition : IR est I'algebre des fonctions de IN dans IR (c-a-d des suites réelles) .
On munit cet espace de la topologie de la convergence simple : une suite d’éléments
X, € R converge simplement vers X € IR ssi Vi€ N Xn(i) = X(i) ; on écrit

X, ES' L’espace R est homéomorphe au produit cartésien infini ‘X]NIR.
1€

2.2.* Théoreme : IR est un espace métrisable et méme pseudo-normable pour la

e} o0

1 1
pseudo-norme || ||s définie par | || X||s = Z 5/\])((@)\ :Z mm{i, |X(z)|} ;

=0 1=0

de plus IR est complet pour cette pseudo-norme.

2.3.* Corollaire : IR est un pseudo-espace de Riesz-Banach.

On note F (IOPO{) I’algebre des fonctions IR — IR bornées sur tout compact de IR.

2.4. Théoreme : f € }"(]Of{) est continue en X € IR ssi Ve >0 il existe j€IN
et >0 telsque VY& R
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[Vi<j Y@ -X@)|<n] = [f)-FX)|<e| (9.

Dém : f est continue en X ssi Ve >0 il existe n >0 tel que VY€ it}

Y = Xls<n = |f(V) - f(X)[<e] ().

Montrons I’équivalence des conditions (*) et (**) ; il suffit de le montrer pour X = 0.

a) (%) = (xx) : Soilent j € IN et n <1 vérifiant (*) ; supposons ||Y|s < 277—] ;
, 1 ‘ n o , Ul )
alors Vie IN 5/\ Y (7)] < 27 donc Vi<yj |Y(i)| < 27 < 1 ; donc
[f(Y) = f0)] <e.
1
b) (xx) = (*) : Soit n <2 vérifiant (**); soit j € IN tel que 57 < g ;
supposons Vi <j |Y(i)| < SYESR alors on a
L1 <1 — > 1
Yls =3 g AlY@ + 3 g Al <Y s + 3 o
i=0 i=j+1 i=0 i=j+1
741 1 n no_
S 55t n+ 27 < B + 5 = donc [f(Y) - f(0)] <e.
Notation : On note C(IOFO{) I’algebre des fonctions continues R — R.
2.5. Définition : Les pavés (ouverts, fermés) de IR sont les ensembles de la forme

PxIR ot P estun pavé (ouvert, fermé) de IR/™! pour un certain j € IN.

2.6.* Théoreme : Une partie A de IR est ouverte ssi VX € A il existe un pavé ouvert

Bc IR tel que X € B C A.

2.7. Théoreme : Soit A un fermé de fﬁ; on note Vj € 1IN
A = {[X(0), X(1), ..., X(j)] € R X €A}

soit A; la fermeture de A; dans IR*! ; alors la suite A x IR C IR est décroissante

etona | A= () Kjfoo{ .

jeN

Dém : Posons A" = [ A; xﬁc{; soit X € A ; on a clairement Vj € IN
jEN
Xe ijﬁo%cﬂjxfﬁ{, donc X € A" ; on en déduit A C A*.

Montrons maintenant A* C A, c-a-d [X¢ A= X¢& A*] ; soit X € A; comme A est

fermé dans IOPO{, il existe un pavé ouvert B tel que X € B et ANB = () ; il existe donc

247



j€IN telque B=P xR o P estun pavé ouvert de IR7*! ; supposons X € Kjx it} ;
alors il existe une suite X,, € A telle que V1<i<j X,(i) —» X(i); donc pour n
suffisamment grand [ X,(0), X, (1), ..., X,(j)] € P, c-a-d X,, € B; ce résultat est
en contradiction avec AN B = () ; on en déduit X ¢ Kj X IOFO{, donc X & A*.

2.8. Définition : Un fermé A de IR est régulier ssi Vj € IN A; est fermé.

2.9. Théoreme : Les compacts de R sont réguliers.

Dém : Soit A un compact de it} ; il faut montrer que A; est fermé ; soit une suite de
Cauchy z, € A; C R/t de limite 2 € IR/t ; il existe donc une suite X, € IR telle

que Vn € IN (z,, X,) € A ; alors on peut trouver une sous-suite (z,+, X,/) convergente

dans A, et dont la limite est nécessairement de la forme (z, X) € A, avec X € IR ;

donc x € A;.

2.10. Définition : Une partie de R est primitive ssi elle est de la forme A x IR ot A

est une partie de IR7*! pour un certain j € IN.

2.11.* Théoreme : Tout fermé de TR est intersection d’une suite de fermés primitifs

et tout ouvert de IR est la réunion dune suite d’ouverts primitifs.

2.12. Définition : Soit j € IN ; pour toute fonction f € W(IR’™!) on identifie f & la
fonction de F (]TDL) définie par

fiR=SR: X o f[X0), X(1), ..., X(H] |

Onadonc VjeIN |W(RIH) c WIRI*?) c F(IR)| et |C(R*Y) c c(IR) |,

2.13. Définition : On pose | E(R) = U & R+ | ¢ F(R).

jEN

Rappelons que & (IR7T!) est 'espace des fonctions étagées a support borné de IR/t

et remarquons que Vj € IN | Eo(IRIT) C & (IRTT2)|.

Les éléments de S(fFo{) s’appellent les fonctions étagées sur R. Elles sont bornées

mais ne sont pas nulles en dehors d’'un compact de R (sauf la fonction nulle).

On munit Ialgebre de Riesz €(IR) de la norme uniforme | fl| = sup |f(X)].
XeR
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2.14. Définition fondamentale :

o0
Une pseudo-mesure normée sur IR est un élément du N-dual de ’espace

normé (5(]§>, ).

QOu encore :

o0 o0
Une pseudo-mesure normée sur IR est une forme linéaire [ sur E(IR)

vérifiant la propriété : | Il existe M >0 tel que Vf¢ E(ﬁ?{) i ()] < M| £l

On note PM'(fﬁ) ’espace vectoriel des pseudo-mesures normées sur R

Autrement dit PM'(fﬁ) est le N-dual de I'espace normé (5 (ﬁo%), I ||> .

On munit PM*(IR) de la norme duale |1«

Notation wintégrale :

vie PM(R) Vie&(R) on note ﬂf(X)ﬂ(X) Z/ﬁfﬂ — il

2.15. Définition :

Soit ji € PM*(IR) ; on pose Vj e IN fi(;) = restriction de i & o (RI*T)|.

fi(;) peut naturellement étre considéré comme une pseudo-mesure normée sur IR+,

2.16.* Théoreme : Soit 1€ PM*(IR) ; alorsona Vje N fi(j) € PM*(IR7HY) |,

sup lagylls=1all] et Vie N Vfe&o (M) | figy(f) = g (f)|
JE

Réciproquement soit une suite ji; € PM*(IRI*) telle que sup || fij]l < +o00 et
jEN
VjeIN Vfe& (R [y (f) = ji;(f); alors lasuite fi; définit de maniere

o0
naturelle une pseudo-mesure normée sur IR, d’ou le théoreme suivant :

2.17.* Théoréme :

La donnée d’une pseudo-mesure normée i € PM'(fﬁ) est équivalente a la donnée

d’une suite de pseudo-mesures normées [i; € PM*(IR/*!) telle que

sup [ijlls <+oo| et VjieIN Vfe& (R |fjm(f)= i;(f)|
VAS]
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La suite || fi;|. est alors croissante et on a | || fi|« = sup || i |« |-
jEN

Les conditions du théoreme précédent signifient donc explicitement :

up [yl <oo| e | ViEN wem | [ () = iy
R R

jEN j+1

2.18.* Théoreme : ¥ i, 7 € PM*(IR) i<v e [VieN jg) <]

2.19.* Théoreme : Ve PM*(IR) YjeIN ||y = o] |-

2.20. Définition :

e ]

L € PM'(IOPO{) est une mesure normée sur IR ssi |VjeIN [ € M (IR |

[ee]

o0
On note M* (]R) I’espace vectoriel des mesures normées sur IR.

2.21.* Théoreme : PM'(ﬁo{) et M'(Iof{) sont des espaces de Riesz-Banach.

2.22. Définition : 1 € /\/l‘(ﬁo%)Jr est une (mesure de) probabilité sur R ssi | ]« =1

On note P (]of{) I’ensemble des probabilités sur IR.

2.23. Définition :

o=}

Q€ /\/l‘(](i%n)Jr est un processus stochastique sur IR ssi |VjeIN fg;) € P(IRIT) |

On note PS (IOPO{) cP (fFO{) I’ensemble des processus stochastiques sur IR.

§ 3. Compacts élémentaires de it}

Soit T; une suite d’intervalles compacts non vides de IR ; on pose
K={XeR|VieN X(i)eT,} C R.

On munit K de la topologie induite par celle de . L’espace K est donc métrisable.

C’est I'espace des suites réelles dont pour tout i € IN le i°™® terme appartient a T;.

L’espace K est homéomorphe au produit cartésien infini 'X]NTi'
S

3.1. Théoreme : K est un espace topologique ; un tel compact s’appelle un
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compact élémentaire (coel) de IR.

Dém : C’est un produit (dénombrable) d’espaces compacts.

3.2. Théoreme : Tout compact de R est inclus & un coel.

Dém :

Soit K un compact de it} ; supposons qu’il existe i € IN tel que sup |X(i)| =+ o0 ;
XeK

soit une suite X,, € K telle que |X,,(i)| = + oo ; alors aucune sous-suite de X,, ne
pourrait converger dans IR car la convergence dans it} implique la convergence en 1 ;
donc sup |X(i)| <+oo; posons VieIN 6;=sup |X(i)|] et

X ek

XeK
T,=[-0;,0;]; onaalors KC X T;.
ieEN

3.3.%* Corollaire : F (fﬁi) est 1'algebre des fonctions bornées sur tout coel de R

3.4. Définition : f € f(fﬁ) est continue en X € IR surle coel K5 X ssi Ve >0
il existe 7 € IN et n >0 telsque VY€K

(Vi< [Y(@)-X@)|<n] = [f¥)-f(X)[<e

Remarque : Ceci revient a exiger que f|k est continue en X.

3.5. Théoreme :

fe .7:(1?{) est continue en X € IR ssi f est continue sur tout coel K> X.

Dém
a) = : Trivial.
b) < : Supposons par exemple que f n’est pas continue en 0 ; alors il existe ¢ >0,
une suite 7; > 0, que 'on peut supposer décroissante, et une suite Y; tels que
Vi<j |Y;(i)| <n; et |f(Y;)| >e. Posons Vie N 6, = max |Y; (4)],
cequiaunsens car Vj>i |Y;(i)|<mn; <mn;; posons Vie N T,=[-6,,0;]
et K :ié(]NTi ;ona Vi, jeIN Y;(i) <6,;, donc VjeIN Y; €K, donc f n’est pas

continue en 0 sur K> 0.

Notation : Pour tout coel K on note F(K) l'algebre des fonctions bornées K — IR ;

de méme on note C(K) l'algebre des fonctions continues K — IR.
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3.6. Définition : Une fonction de F(K) est étagée sur K ssi elle est la restriction a K

d’une fonction de €(IR). On note E(K) T'algebre de Riesz des fonctions étagées sur K.

3.7.% Théoreme : E(K) est dense dans C(K) pour la norme uniforme.

Dém : Soit f € C(K) et soit € >0; comme K est compact, f est uniformément

continue ; il existe donc j € IN et n >0 telsque VX ,YeK

[Vi<j [Y@)-X@)| <n] = [fY)-fX)|<e.
Posons P:TOXTlx"'XTj:0§)§§;L et Q:i2)§+1T,~; ona K=PxQ;
on peut donc écrire Vz,yeP VX,Y eQ

(Vi<j |lzi—wil <n] = [fly,Y)— flz, X)[ < e.
Choisissons X, fixe dans Q ; on définit une fonction ¢ sur P en posant Vz € P
g(z) = f(z, X,) ; on vérifie facilement que g € C(P) ; P étant un pavé compact
de dimension finie, il existe h € E(P) tel que Ve eP |h(z)—g(x)| <e;
h s’identifie naturellement & une fonction de £(K) en posant
VeeP VX eQ h(x,X)=h(x); on peut alors écrire Yz eP VX €Q
[z, X) = f(z, X)| = |h(z, X) = f(z, X)| + | f(z, X,) = f(z, X)|
= |h(z)—g@)| + |f(z, Xs) = flz, X)| < 2e.

On peut faire sur un coel K la méme théorie que sur [a,b] dans la Premiere partie :

3.8. Définition fondamentale :

Une pseudo-mesure sur K est un élément du N-dual de I'espace normé (E(K), || |).

Ou encore : Une pseudo-mesure sur K est une forme linéaire g : £(K) — IR vérifiant

la propriété : | Il existe M >0 tel que Vfe EK) |a(f)| < M| fIl|

On note PM (K) l'espace vectoriel des pseudo-mesures sur K.

Autrement dit | PM (K) est le N-dual de I'espace normé (E(K), | ||)|.

Contrairement a ce qui se passe pour les espaces IR™, qui sont localement compacts,
le prolongement par 0 d'une fonction de &£(K) n’est pas une fonction de 5<f§) (sauf
pour la fonction nulle) . Une pseudo-mesure normée sur IR n’a donc pas pour le moment

de valeur naturelle sur £(K) ; c’est 'objet de la définition suivante.
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3.9. Théoreme-Définition :

Soit un coel K= ‘X]NTi ; Vj€IN onnote A€ S(IOEO{) la fonction caractéristique
[AS]

de Ty xTyx...xT;x it} ; soit Ve PM® (fﬁ) ; alors la suite Aj i est convergente

en norme | |, dans PM*(IR) et on pose | ik = *lim (AjR) | € PM*(IR) .

J

Ona || axl|, < il et Yoe EMR) |g.(ik) = (97),|; deplus | |kl =0l

donc aussi | (ik)" = (")« | et | (i) = (i )k |-

[tk s’appelle la restriction & K de i et on note Vf € 5(]?{) ak(f) = /f/l .
K

Dém : Soit d’abord f > 0 ; alors la suite A; i € PM'(]OTO{) est positive et
décroissante ; elle est des lors convergente en norme || ||, dans PM*(IR) ;

pour i quelconqueona Aj;i= A;at — A; i, quiest donc aussi convergente.

3.10. Théoreme : Vf,gES(ﬁODL) on a [f|K:g|K = [LK(f):ﬂK(g)]

Dém : Ona fk(f) = lim [(A;j7)(f)] = lim a(A;f); or pour j suffisamment
j j
grand Ajf = A;g; dou le résultat.

3.11. Définition : En vertu du théoreme précédent on peut identifier g a I’élément

de PM(K) définipar Vf € E(IR) | ik (f|x) = fik(f)]. fix a d’ailleurs la méme norme

en tant qu’élément de PM (K) qu’en tant qu’élément de PM'(IOFO{) :

3.12. Théoreme : Vi€ PM(K) il existe un unique (fi) € PM'(IOFO{) tel que

(i) = fi| et | (@)l = [[fll«|- (@) est définipar ¥fe E(R) | (@) (f) = i(flx)

et s’appelle la pseudo-mesure normée sur it} engendrée par [i.

Ona Vge &(R) [g.(a)=(glci)|; deplus [[(a)] = (|al)].

donc aussi | ()" = (") | et | ()" = {(a")|.

Dém
1) Soit i € PM(K); posons Vfe ER) (i) (f) = fi(f|k); montrons que
(i) € PM*(IR) . La linéarité de (fi) est évidente ; par aillewrs on a Vf € E(IR)
1) (D= 1A (F1)] < NAI Ikl < WAl LfI s done () € PM(IR) et
) e < Il
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Montrons maintenant (ji)x = fi ; soit fe&(R); ona () (flk) = () (f)
= tim {1) (A, ) = lim 7 [(A; Dl] = A(Fl) car V5 €N (A, f) = flx
on en déduit (ji)x = & ; on adonc aussi |||, = [[{&)x]« < ||{i)]+; donc

7l = 11Ca) -

2) Soit g€ E(R); ona Vfe E(R) [g-(@)](f)=(a)(af) = a[(f9)lk]
(f

= al[flkglk] = (9lk 2) (flk) = (gl &) (f) ; donc g.(fi) = (gl« fr)-

3) Vge &(R)T ona [(A)](9) = llg-(a)ll. = [ {glx )]l =”J§1H11<31<9|K ) (f)

= H]Schlgl(glK i) (f]x) ZHf?qu<1(g|K i) (f1k) = llglk 2l = 12l (glk) = (1a]) (9)-

4) Montrons I'unicité. Soit 7€ PM*(R) tel que 7x =i et |7 = || flls ;
supposons d’abord i > 0; alors (i) >0; ona Vfe€ E(R)T 7k (flk) = 7 (f)
= lim (A;7) (f) = lim (A7) (f) = lim (A; 77) (f) = A (fTe) = () (f) 5

done Vf € E(R)" #*(f) 2 lim (A,7) () = (@) () ; dome 7% > (i) > 0,

par ailleurs || [, = ||« = (@) ]l, donc 7= (f).

Supposons maintenant i non nécessairement > 0 ; ona (71)x= (7x)™ = gt
done [|7* |l = [[a* ]« ; de méme (77)k = (7x)™ = A=, donc [[7 [l = [ A~ |l ;

comme on a [|7[l, = ||z, on en déduit [|7F [l = [|A7 [l et [T [ = |27 [,

donc @ = (a") = (@)™ et 7 =(a")= ()", ca-d T =(fr).

3.13. Corollaire :

o]

Toute pseudo-mesure sur K est la restriction a K d’une pseudo-mesure normée sur IR.

Le corollaire précédent justifie la définition suivante :

3.14. Définition : Une mesure sur K est une pseudo-mesure sur K qui est la restriction

o0
a K d’une mesure normée sur IR.

On note M (K) l'espace vectoriel des mesures sur K.
3.15.*% Théoreme : PM(K) et M(K) sont des espaces de Riesz-Banach.

Comme sur [a,b] on définira successivement les algebres suivantes de fonctions sur K :

R (K) = fonctions réglées sur K = limites uniformes de fonctions de &(K)

PR (K) = fonctions pseudo-réglées sur K

= limites simples bornées de fonctions de £(K)
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W (K) = fonctions universelles sur K : une fonction f € F(K) est universelle ssi

Vie MK Ve>0 ilexiste g,h€ PR(K) telsque g< f<h et ji(h—g)<e

Ces espaces vérifient les mémes propriétés et théorémes que sur [a,b].

Ona [E(K)+C(K)cC R(K)cC PR(K)cW(K)cC F(K)|.

R(K), PR(K), W(K), F(K) sont des algebres de Riesz-Banach pour la norme

uniforme.

On peut alors définir les algebres correspondantes sur R :

3.16. Définition :

feF(R) est réglée sur IR ssi f|x € R(K) pour tout coel K.
feF(R) est pseudo-réglée sur IR ssi f|x € PR(K) pour tout coel K.

feF(IR) est universelle sur IR ssi f|x € W(K) pour tout coel K.

o0

Notation R(]?{) = algebre de Riesz des fonctions réglées sur IR
PR (fﬁ) = algebre de Riesz des fonctions pseudo-réglées sur it}

W (ﬁ:oi) = algebre de Riesz des fonctions universelles sur IR.

Ona [E(R)+c(R) c R(R) c PR(R) ¢ W(R) |.

On note Wpg (fFO{) ’algebre des fonctions universelles bornées sur k.

Whg (fﬁi) est une algebre de Riesz-Banach pour la norme uniforme.

3.17. Définition : VﬂEM'(fﬁ)Jr VfEWB(ﬁO%)J“ onpose | i(f) = sup fix(f|k)

K coel

Vie M (R) VfeWs(R) onpose |a(f)= it (f*)—a*(f) =@ (f)+a (f)

On a ainsi étendu ’action de M'(Iloo%) a Wp (ﬁo%) ; jusqu’a présent cette action n’était

définie que sur & (IOEO{)

3.18. Théoreme : M'(IOPO{) est un module de Riesz sur Wp (]Oﬁ) .
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o]

§ 4. Espaces associés a une mesure normée positive sur IR

, .- ~ o0\ +
On se donne une mesure normée positive | i € M'(IR) .

Les espaces () peuvent s’étudier comme cas particuliers de 1'espace ﬁo%, en choisissant
des mesures i dont les restrictions fi¢;) a IR/*! sont discrétes.

Il en va de méme pour 'espace IR™, qui peut étre considéré comme I’espace IOEO{, portant
une mesure définie par la suite Vj>n i, = T® dp ® ... ® dy , ou T est une mesure

sur IR" et &y est la mesure de Dirac sur IR en (. J7+1—n fois

4.1. Définition : On pose S(ff{)./]: {h./]HhES(IOFO{)} :

[}

& (IR) . [t est un sous-espace de l'espace de Riesz-Banach M?* (fFO{) .

4.2. Définition :

[f1] estla fermeture de E(R). i dans M*(IR) pour la norme | 1«

Les éléments de [fi] s’appellent les ‘ mesures normées de base /i ‘

4.3.% Théoreme : [fi] est un espace de Riesz-Banach pour la norme || ||,.

4.4.* Théoreme : | [f1] est un sous-espace intégral de /\/l’(fFO{)

4.5. Définition :

On pose | L'(f) =

HDE [[L]} ;onadonc |[a]=LYi). il

=~
=
Il
—
= 2

Les éléments de £'(ji1) s’appellent les fi—fonctionnelles sommables ; elles sont

représentées par des lettres “droites” ; on peut écrire

fell(i) = fheli] cM(R)

4.6. Définition : Vfe L' (i) onpose | a(f)= (fa)(l) avec 1= e

4.7. Définition : Vf e L(a) on pose || f]

p = Al = a(lt]) |
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Notation intégrale : ¥V f € LY(f1) on note Af(X)[L(X) = / fn=p()].

4.8. Définition : VfEWB(IOFO{) on pose |{f}i= % e LY(i).

{f}s s’appelle la fi—fonctionnelle associée a f.

4.9.* Théoreme :

L’application | Wg (IR) — LYa) © f—{f}s| est un morphisme de Riesz.

On définit  £2(1), B(i), (), FO(ii) comme dans la Quatrieme Partie, avec les

meémes propriétés et théoremes.

Notation pratique : Soit A une partie de R telle que 1 € Wp (fFo{) ;

alors on note | i (A) = fi(1a)|; sideplus f € L) on note /fﬂ = p(f.1a)|.
A

4.10.* Théoréme : Soit j € IN et A une partie de IR7T! telle que 1o € Wy (IR ;

alors on a | fi(j)(A) = fi(A x ]OIO{) .
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CHAPITRE XXIV

PROBABILITES

o0

IR est muni d'une probabilité¢ | i e P(IR) |.

8 1. Vocabulaire des probabilités

Elément de FO(j1) = Variable aléatoire = v.a.

Si Fe £Y(n) : a(F) = m(F) = Moyenne de F
fi(F)|) = U(F) = Ecart moyen de F.

=
—~
-
|

Si Fe L£%(f) : /][F—/](F)]2 = V(F) = Variancede F; ona | U(F) <+/V(F)]|.

Si Fe£4i) : i[F—i(F)]" = W(F) = Bivariance de F; ona | V(F) < /W(F) .

Elément de (i) = Evénement

Si o est un événement : 1 — o0 = “non ¢”
Si o et 7 sont des événements : cV7T= “0o ou 7"
oNT=0T= “cet1”
Si o, est une suite d’événements : Sup o, = “au moins un o,”
n
Inf 0, = [[o, = “tous les 7,”
n n
Lim o, = “une infinité de o,"
n—-—+ oo
Lim o, = “une infinité de o, consécutifs”
== n n
n—-+ 0o
Les événements o1, 09, ..., 0, sont indépendants ssi pour tout sous-ensemble d’indices
il, iQ, ey Zk (2 S k S TL) on a /](O'il Oig « - Uik) = [L(O’il)ﬂ(JiQ) ﬁ(Uzk) .

Une suite de (1) est une suite d’événements indépendants ssi les événements de toute

partie finie de la suite sont indépendants.

Si 0, est une suite d’événements indépendants on a | i ([]0n) = [] i (0n) |-
n n
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Les v.a. Fy, Fy, ..., F, sont indépendantes ssi V g1, g2, ..., gn € Eo(IR)

fi[(g1oF1) (g20Fs) ... (gnoFn)] = fi(grioF1) i(g20F2) ... fi(gnoFn)|;

dans ce cas 1'égalité est encore vraie si g1, g2, ..., gn € R(IR), a condition que

(g10oF1) (gaoFa) ... (gnoFn) € LY(f1) et que Vi gioF; € LY(f1).

Une suite de FO(fi) est une suite de v.a. indépendantes ssi les v.a. de toute partie

finie de la suite sont indépendantes.

Les v.a. Fy, Fy, ..., F, sont indépendantes deux a deux ssi Vi # j les v.a. F; et F;

sont indépendantes ; si de plus Vi F; € £2(f1), on peut écrire

V(Fi+ Fo+ ...+ F,) = V(F))+ V(Fa) +...+ V(F,) |.

Exemple | :

Soit une suite ¢, € P(IR); Vj € IN on pose f; = Po® 1 ®...® qgj e P(RITY).

On voit facilement que la suite fi; définit un processus stochastique fi sur IR.

Onpose VnelN X, : R—R : X — X(n); alors Vne N X, € FO(ji) et les

v.a. X, sont indépendantes.
(ff{, ,[L) constitue le modele probabiliste associé a la donnée d’une suite abstraite de v. a.

indépendantes X,, de lois ¢,,.

Exemple II :
Un processus stochastique tel que Vj € IN 1,41 = fj(xj11)fi; avec f€ W(IR) et

/ fi(x)dx =1 constitue un cas particuler de 'exemple I ; si on généralise au cas ou
R

V]EH\I /]/j—i-l:fj(xj?xj-i-l)/lj avec ijW(]Rz) et ‘v’uG]R/fJ(u,x)dle,
R

on obtient une chaine de Markov.
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8 2. Applications

2.1. Lemme de Borel-Cantelli

Soit o, une suite d’événements et posons ¢ = Lim o, ; alors on a
n—+ oo

1) 2 flon) <+o0 = fi(0)=0

2) [ Y f(o,) =+00 etles g, indépendants | = (o) =1.

Dém :

a) Posons Vp e IN 7, = Sup o, ; onaalors fi(7,) < > fi(0,); comme o = Inf7,,
n>p n>p p

ona VYpeIN j(o) < j(r) < > fi(on); or > fi(o,) est convergente,

n>p
donc fi(0) =0.
b) Ona 1—0 = Lim (1—o0,) = Sup Inf (1—0,); posons Vpe N
n—+ 0o p "2P
T, = Ir>1f (1 —0,) ; comme les événements 1 — o, sont indépendants, on a
n>p
f(rp) =11 i(1—0,) =TI [L—f(oa)]; or 3 fi(0,) est divergente, donc Vp € IN
nzp nzp n

fi(rp) =0, donc 1—¢ = Sup7, =0, donc 1—fi(o) <> 7,=0, donc fi(o) =1.
p p

2.2. Théoréme :

Soient fy,fy, ..., f, € L*f) des v.a. indépendantes de moyenne 7 ;

on suppose qu'il existe W, >0 tel que Vi W(f;) < W, ; on pose Vn € IN*

S,=fi+fs+...+1,; alors Ve >0 ona ﬁ{

n n?et
b {5 - - 5 {[Soa] 2 ) < L[S -a]
1 14 L 14
T opiet ilSn—nm] = ntet M[;(fl_m)}
e [Zwi) 6 Svivi)] < — [SWiE) 6 S VVEWE)]
< g [Dwro D w] < i nrant-v] < 21 = 0
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2.3. Loi forte des grands nombres [

Soit une suite de v.a. indépendantes f, € £(j1) de moyenne m , telle que

la suite W (f,) soit majorée ; on pose Vn e IN* S, =f;+fy+...+1f,;

alors 5o p m|, cca-d Ve >0 m{‘ﬁ—ﬁl‘ZS}:O.
n n n

Dém : On applique le théoréme précédent et le cas 1) du lemme de Borel-Cantelli.

2.4. Corollaire

Soit une suite bornée de v.a. indépendantes f, € B(fi) de moyenne m ;
S

onpose VneIN* S, =f 4+ fo+...+f,; alors | == 5 m|.
n

: iy .y S _
Dém : La suite W (f,) est trivialement majorée, donc == 25

n
S S A
mais la suite — est bornée (par la méme constante que la suite f,), donc — 5
n n
2.5. Inégalité de Kolmogorov : Soient fi, fy, ..., f, € L2(ji) des v.a. indépendantes

de moyenne nulle ; on pose V1<k<n Sp=fi+fo+...+1f et V,=V(S,);

. Va
alors Ve >0 ona u{|51|\/|52|\/...\/|5n|Zs}gg :

Dém : Posons
a:{ysl|\/|52|v...v|5n|ze}:{|Sl|za}\/{ys2yza}\/...\/{|5n|za}
et o = {|Si|<e}{|S2| <e}... {|Ska]l <e}{|Sk| =¢};
ona o0=0,VoV...Vo, et Yi#j o,0;=0, donc 0 = o1 +0y+...40,.
De plus fi(0y S2) = fi[ o4 (Sk+ frer + ...+ £0)?]

+ iafow(fer+ . 4+ 10)%] + 240 Sk (fepa + ..+ 1) ]
+ fion) | (B + o+ £2)2] + 2 (o Se) o (e + ...+ £5)
+ A

oK) ﬂ[(fk+1+---+fn)2];

donc fi(ox Sp) > fi(ox S) = ﬂ[dk{|5k| 25}513} > e?ji(oy),
>

1 Vi
donc en sommant sur k [ (S2) > fi(0S2) > %ji(0) ; donc fi(o) < = i (S2) =l
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2.6. Théoréme : Soit une suite f,, € £3(i) de v.a. indépendantes de moyenne nulle,

telle que > V(f;) < +o0; alors ) f; converge p.p.
i=0 i=0

Dém :

p

>

1=n

> fi

t=n

Posons Vne€IN o, = Sup {

p>n

>5}§ Sup{ Sup

p>n ~n<r<p

>5}.

>5}; ona o, < Sup oy, p ;
p=n

> fi

t=n

Posons Vp>n o, , :{ Sup

n<r<p
1
)

de plus fi (0, ,) <
€

'é V(t;) < 5_12 i V(L)

T=n
Or Vn € IN lasuite o, , est croissante, donc Vn € IN

1 [e’e)
fi(on) < sup fi(on,p) < — > V(£); done fi(on) = 0.

p>n i=n

2.7. Théoreme : Soient F, F, € FO(ji) tels que F, 23 F; on pose Vn € IN*

S, = > F;; alors ﬁgF.
n

i=1

Dém : En remplagant F,, par F, —F on peut supposer F = 0; soit ¢ > 0 et

o)

p € IN ; alors on peut écrire Vn > p

AR B R

i>n U g 2> ¢ L5
<o {5} (] 3 0 )

< {‘i—f” >c/2} + Sup {éi%l\ﬁl > /2

<{|S)| > nej2} + Sup {%iéﬂw > (g-p) /2 }
<{IS,>nez)+ s swp {22}

< {\sp\ > n6/2} + Sup Sup {|FZ~| > 5/2}

g>n p+1<i<gq

= {|Sp} > n5/2} + igggl {|F2| >5/2}.

Comme Inf {‘Sp‘ > ns/Q} = 0, on en déduit

1 n

Lirn{— > F >5}§ Sup {|Fl~]>5/2}; de plus F,, 28 F, donc

n nil;=1 i>p+1

1 n _

Lim{— > F; >5}§Inf Sup {|F;|>e/2} = Lim {|F,| >¢/2} = 0.
n nli=1 P oizp+1 "
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2.8. Théoreme : Soit une suite F,, € FO (1) telle que Z — converge p.p.; on pose
i
i=1

VnelN* S, = > F;; alors ﬁ ol
n

=1

Dém : Posons T= > — € FO(n) et VneIN* Z — ; on peut écrire
i=1 0 i=1
YT;=> (n+1-4) = = (n+1)T,—S,, donc ——<1+ > n—— . T
j=1 i=1 n noj=1

Ona T, 28 T, donc aussi Z T, P2 T, on en déduit S—n P2 o.

noj=1 n

2.9. Loi forte des grands nombres II

Soit une suite de v.a. indépendantes f, € £%(1) de moyenne m , telle que

la suite V'(f,) soit majorée ; on pose Vne&IN* S, =f +fy+...+1,;

S n p ~
alors | — m
n

Dém : Ona ZV( ) iv(fi)<+oo,

i=1 =1 i2
< f;, —m S, S, N
donc > .m converge p.p., donc ——— UL 0, ca-d = 2 m.
i=1 (3 n n
2.10. Inégalité de Bernstein : Soient fi,fy, ..., f, € B(f1) des v.a. indépendantes

de moyenne nulle ; on suppose qu'il existe M >0 tel que Vi [f;| < M;

onpose VneIN* S, =f +fo+...+1f, et V,=V(S,); alors VA>0 ona

ﬁ{SnzA}geXp[—%@<>\‘é\:[>] avec Ve >0 |O(z)=(1+2z)In(14+2z)—2z|.

Dém : D’apres 'inégalité de Markov ona V¢ >0

a{fi+fa+...+£, > A} = ﬂ{et(f1—|—f2+...+fn—)\)21}
<ﬂ[et(f1+f2+...+fn—/\)} A g [Hetf} £\

— exp (- A+ S Infp (e')]).

1;[ ﬁ(etfi)

1
On pose V>0 &(z)= - (e:B -z — 1) ; grace au développement en série de Taylor
x

de e? il est clair que la fonction ® est positive et strictement croissante sur IR*.
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On en déduit V1<i<n :
I [f(etf)] = m[a(etti—tf,—1+ 6+ 1)) = m[a(etti—tf, —1) +1]
= (1+ A[2 2@ (t1)]) < n[1+ 2 V(E) ®(tM)]

donc i{S,> A} <exp[—tA+ 2V, ®(tM)].

Vi
Onpose H(t)=—t\ +t*V, d(tM) = —t\ + W(etM—tM—l) ;

on choisit ¢ > 0 tel que H(t) soit minimal ; ¢ doit donc vérifier I’équation

Va t M X Vo o tM N
H’(t):—)\—i-W(Me —~ M) =0, cad —)\—i-M(e —1) =10, cad
1 AM AM
t:Mln(l—i- Vn):t*;ontrouvebien H(t*)——%e)(‘/n).
2.11.* Corollaire 1 : Soient f;,fy, ..., f, € B(1) des v.a. indépendantes

de moyenne nulle et de variance V' ; on suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vie IN* |f;| < M; onpose S, =1 +fa+...+1f,; alors Ve >0 ona
~{ﬁ>5}<ex [—ﬂ@(ﬂﬂ
Pl =1 =P e V
2.12. Corollaire 2 : Sous les mémes hypotheses qu’au Corollaire 1 on a
{%ze) < oo 55 (- 57)]
Pl =51 =P[5y 3V

2
Dém : On montre facilement que Vx>0 ©O(z) > % —

33‘3

5 d’ou le résultat.
2.13.* Corollaire 3 : Soient f;,fy, ..., f, € B(f1) des v.a. indépendantes

de moyenne m et de variance V'; on suppose qu’il existe M > 0 tel que

Vie IN* |[f;—m| < M; onpose S, =f;+fa+...4+f,; alors Ve >0 ona

{15 ]2 < 2ew [ (-5
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Redescendons sur Terre, si vous le voulez bien !

Il est possible de donner une interprétation fini-dimensionnelle de la loi forte des grands
nombres (LFGN) . Bien que cette version ne procure ni le frisson esthétique ni la transe ex-
tatique du “presque partout” , elle permet de “toucher du doigt” les objets mathématiques
mis en oeuvre et de donner a cette loi un contenu plus explicite en la dépouillant de son
habit de cérémonie traditionnel.

Dans un premier temps nous remplagns avantageusement et sans perte de généralité
la suite de variables aléatoires indépendantes par une suite de distributions [, sur IR
comme nous y invite I’Exemple I (p. 260). Ensuite nous munissons les espaces IR/ de

la probabilité | P; = i1 ® fio ® ... ® fi; |. C’est sur de tels espaces que nous calculerons

toutes les intégrales dont nous aurons besoin pour énoncer la LFGN.

De plus les ensembles (événements) dont nous calculons les mesures (probabilités) sont
des ouverts de IR7, ce qui constitue une simplification conceptuelle considérable car
point n’est besoin d’une “théorie de la mesure” (la notre ou une autre) pour calculer ces
mesures. En effet la mesure ]5] d’un hyper-cube coordonné est donnée par le produit
des mesures de ses cotés et celle d’'une réunion disjointe d’hyper-cubes coordonnés s’en
déduit par somme. La mesure d’'un ouvert U C IR’ se définit deés lors simplement par
P;(U) = sup {P;(S) || S = réunion disjointe d’hyper-cubes coordonnés C U}

Par ailleurs les ouverts dont nous calculerons les probabilités sont eux-mémes parmi les
plus simples qu’on puisse rencontrer puisque ce sont des intersections finies de demi-

espaces ouverts de IR7.

Voila des lors la description “down to earth” de la LFGN :

<e}

V n,p, € IN* tels que ’nﬁﬁﬁn—i—p‘ on pose

1
Anpez{(x1,x2,...,xn+p)elf{n+p m_zzxr
r=1

|

= {(371,.’]32,- ) ajn-i-p) € Rn+p

¢
Z.CET<T/I\1+€}
r=1

~|

¢
N {(xl,x2,...,xn+p)EIR”+p Zxr>fﬁ—€}
r=1

A,pe est done lintersection de deux demi-espaces ouverts de IR"*? de frontieres

paralleles.

n+p
On pose ensuite A, , = () Anpr qui est donc une intersection finie de demi-espaces

l=n
ouverts de IR"*? | donc encore un ouvert de IR"*?.

<eg

L’événement A, , est U'ensemble des vecteurs (z1,22,..., Tnip) € R™TP tels que
1 ¢ 1 ¢
les p+ 1 moyennes arithmétiques - >z, [n<{<n+ p‘ vérifient | m — 7 >,
r=1 r=1
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La probabilité de I'événement A, , est B, ,(A,.,).

On a ﬁner(An,p) = Pn+p+1(An,P @R> )

on a aussi clairement A, ,®IR D A, ,41, donc ﬁnﬂ, (A,p) > §n+p+1(z4n,p+1)-

Vn € IN* la suite p — ﬁner(An’p) est donc décroissante et on pose | v,, = inf ﬁnﬂ,(AmP)
P

vy est donc la probabilité qu'une suite z,, € IR vérifie la propriété suivante :

1 &z ~ ~
Vn>N — > xz.€|lm—e,m+e[]|.
n r=1

D’autre part on a trivialement Vn>2 A, , D A,_1 41,

donc ﬁn-&-p(An,p) Z ﬁn—&-p(An—l,p—H) = js(n—l)-i—(p-i—l) (An—l,p+1) ) donc Un Z Un—-1 5

la suite v, est donc croissante ; la loi des grands nombres affirme que |sup vy =1/,
N

c-a-d | sup inf lgner(An,p) =1].

n p

Ce résultat signifie exactement que pour tout § > 0, aussi proche que 'on veut de 0,

il existe N tel que vy > 1 — ¢, autrement dit tel que la probabilité de 1’événement

J . . : " .
Vn>N — > x. €]m—e,m+ e[| soit supérieure a 1— 4.
n r=1
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