CINQUIEME PARTIE

Intégration sur 7,

Comme application des principes mis en oeuvre dans cet ouvrage nous présentons dans
cette avant-derniere partie une théorie de I'intégration des fonctions et des mesures réelles
ou complexes sur Z,. En particulier I'existence d’'une mesure de Haar réelle sur Z,

permet de recycler sans grand changement la théorie des mesures sur [a,b].

On remarquera qu’il n’est fait aucune allusion aux pseudo-mesures : c’est parce que
sur 7, les fonctions étagées sont continues, donc que l'espace des fonctions réglées
coincide avec l'espace des fonctions continues, donc que le concept de pseudo-mesure

s’identifie au concept de mesure.

CHAPITRE XX

MESURES ET FONCTIONNELLES SUR 7,

§ 1. Définitions et notations

Va,beIN |a|b| signifie |“a divise b7 ],

a+f b| signifie

“a ne divise pas b” |.

C, = algebre des fonctions : Z, — IR continues

F, = algebre des fonctions : Z, — IR bornées

Notation : V f € F, onnote | f| = sup |f(x)].
x€Zyp

1.1. Définition : Onnote Yu € Z, V(€N B(u,l)= u+ p'Z, ; cestla boule

de “centre” u et de “rayon” 1/p*; ona VYuéeZ, B(u,0) = Z,.

1.2.* Théoreme : Tout point d'une boule de Z, est centre de cette boule.
Deux boules de Z, sont soit disjointes soit incluses I'une dans 'autre .

L’ensemble des boules de Z,, est dénombrable.

1.3.* Théoreme :

Vu,veZ, V€N |B(u,l)=B(,{) ueB(U,e)].
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1.4. Définition : On note ILg(,, ¢ la fonction égale a 1 sur B(u,f) et a 0 sur

Z,—B(u,l); cest la fonction indicatrice de la boule B (u, ).

Une combinaison linéaire (réelle et finie) de fonctions indicatrices de boules de Z,

s’appelle une fonction étagée. On note &, 'espace vectoriel des fonctions étagées.

1.5.* Théoreme : | £, C C, C F,

Compte tenu de ce théoreme le concept de fonction réglée n’est pas significatif sur Z,, :

il coincide avec le concept de fonction continue.

1.6.* Théoreme : &,, C,, F, sont des algebres de Riesz.

§ 2. Intégrale de Haar des fonctions continues sur %,

2.1. Lemme :

feC, & |Ve>0 ilexiste m € IN tel que Vu,v€Zy, |f(utvp™) —f(u)]< 5]
Dém

a) = : C, est compact, donc f est uniformément continue sur %, ; il existe donc

n>0 telque Yu,weZ, ||wl,<n = |flut+w)—f(u)|< 8] ; choisissons

m € IN tel que 1/p™ < mn; alorson abien Yu,veZ, ’f(u—l—vpm)—f(u)‘gs.

b) < : Trivial.

1~
2.2. Théoreme : Soit f € C,; alors lim — Z f(r) | existe; on note cette

n—+oo pnt :
r=

limite f(x) dz | et on I'appelle I'intégrale de Haar de f.
Zp

Dém : Soit € >0 etsoit meIN telque Vu,veZ, |flutvp™)—f(u)|<e;

1 pm—1 1 p"—1 1 B pm—1 p"—1
ona Ynsmo LS f) - Y f) = [t S T - S 7]
p™m—1 pMm—1 pnhTm—1
= 'S e S TS prr ]
p r=0 r=0 s=0
1 pm—1 pnTm—1 1 pm—1 pnTm—1
= X | - X s | = [FO) = Fr+kp™)]
p" r=o0 5=0 P" r=0 k=0
p™"—1 1 p"—1
donc VnelN ’— Zf(r)——an(r)‘Se
p r=0 P" r=o0

218



2.3.* Théoreme : /Iléx: 1.
VA

P

2.4.* Théoreme : Vfe C, ona |f(z)] 0z =0 < f=0.
Zp

2.5.% Théoreme : Vf,ge(C, ona | f<g :>/ f(z)ox §/g(x)5:c .
Z, Z

p

On se donne désormais f € C,.

2.6.* Théortme : ‘ 5x‘ </ 1f(2)] () 6z < || ] |.
Z

2.7. Théoreme : VueZ, flx+u)dx = | f(z)dx
Zy

Zy

Dém : Supposons d’abord u=k € IN; alorsona VnelN

R R IV CEE I WIC RS WICESS v C1 §

en faisant n — + oo on obtient flx+k)dx = | f(x)dx
Z, zZ

Supposons maintenant w € Z, ; soit € >0 et soit m € IN tel que

Vo, we Z, ‘f(v+wpm)—f(v)‘<€; soit k€ IN telque uw—kep™Z,;

alors on peut écrire Vr € IN | f(r+u)— f(r+k)| <e; donc VnelN

1 pi1 ‘

— Z f(T+U)—— Z fr+k)

€ ; en faisant n — 4+ oo on obtient

‘ fx+u5x—/f 53:

2.8. Théoreme : Soit u € Z, tel que |u|, =1 ; alors / flux)dx = | f(z)ox
Z Z

P

Dém : Soit & >0 etsoit m €N tel que Vo, weZ, |fv+wp™) —f(v)|<e.
Supposons d’abord u =k €IN*; ona p+f k; soit n€ IN, n>2; effectuons
Vre[[1l,p"—1] ladivision euclidienne de kr par p"; on pose kr =s,+t,p"

avec S,,t, € IN* et s, <p"—1.
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Montrons que 7, =1y & s, = S,, ; en effet supposons s, = s,, ; alors
p" [ k(ri—ry) donc p"™[ri—ry; or |rp—re| < p"—1, donc r; =rs,.

On peut donc écrire {si ||1§z'§p"—1}: [1,p"—1]; onen déduit Vn>m

1 pt—1 p"—1 1 pt—1

Y kD) = S 0 = feern) = <8 e | < e
p r=0 r=1 r=1
en faisant n — + oo on obtient ) f (kx)dx —/ flz 5&7

Supposons maintenant v € Z, etsoit k € IN tel que w—k e p™Z,; ona Vn>m

1 pn_l
— flkr)| < e
pn r=0

1 p'—1 1 p"—1 1 p'—1
X ) =S k) | = | DS SRk r] -

en faisant n — 4+ oo on obtient )/ fluz)dx —/ f(x) 5;5‘ <e
Z, Z,

2.9. Théoreme : [ Zf(x)g(m) 5:6}2§ ZfZ(x) (53:/Z92(a:) oz |.

P

1 p"—1 1 p'—1 1 p"—-1
Dém ¢ | ][5

Z f(r)g ()rﬁ [E Zo fz() Z g% (r )} ; il suffit ensuite

r=

de faire n — + 0.

2
2.10. Corollaire : [ f(x) 535] < [ f*(z)dx
Z, Z,

2.11. Définition : Vu € Z, V¢ &€ IN on pose f(z) oz :/ 15 (u,0)(z) f(x) d2.
B(u,?) Z,

1
2.12. Théoreme : f(z) oz = — flu+p'z) sz
B (u, ) p Z,

Dém : Supposons d’abord u =k € IN* ; on a f(z)ox —/ gk, e)(x) f(x) dx
Zp

B(k,¢)
1 pr—1 . 1 ¢
= Jdm TN g (1)) = lim > F(k+sp)
n——+ co p r=0 n—+oo P 0<s< (pn—k—1)/pt
= 1 L pnze f(k+sph) = L f(k+pie)d
_n—}I-Poo L P = pﬁ Zy b o
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Supposons maintenant u € Z,, ; soit € >0 et soit m > ¢ tel que Vv, we€Z,
|f(v+wpm)—f(v)| <e;soit kelN telque u—kep™Z,; alors ke B(u,l),
1
donc B(u,l)=B(k,?), donc f@)dr = [ f(z)dz = - f(k+p'z)dx
B(u,¢) B(k,¢) r-Ja,
On en déduit

‘/ §x——/fu+px 51“—‘— ]”lmtpx)éac—pl f(u+p:r;)5x

< pi/ | (k+ p'a) = flut p'a)| 62 < 2/p".

2.13. Définition : Une partie A de Z, est élémentaire ssi elle est constituée d'une

réunion finie disjointe de boules B; de Z, ; on pose alors /f(x) dr =Y / f(z)ox.

8§ 3. Espaces fondamentaux

La théorie des mesures et des fonctionnelles sur [a,b] se transpose aisément a Z,, ,
avec de plus la circonstance simplificatrice que R, = C,, c-a-d que le complété de &,

pour la norme || || est C,. Reprenons les principales étapes de la théorie.

Sur C, il y a trois normes fondamentales : outre la norme || ||, on pose V f € C,

/
171 = [ 17@de et 17l = [ [ @ o] ona [ <A< 111

Le N-dual de l'espace normé (€,, || ||) se note M, et ses éléments s’appellent

les mesures sur Z,.

Tout 1 € M, sétend canoniquement & C, en posant V f € C,

A=l i(f,) avec fo€&, et fu )

Notation intégrale : Yjie M, Y feC, onnote | a(f)= [ f(z)pa(z)]|.

vV feC, laforme linéaire | {f} : C, >R : g — / f(x) g(x) dx | est la mesure
z,

associée & f. On note é:{{f}HfESp} C %:{{f}”fECp} C M,.

221



La mesure {]1} :Cpb—IR : g r—>/ g dx | estla | mesure de Haar | sur Z,.
Zp

Dans M, on définit la norme || ||, , duale de la norme | ||, en posant Vi e M,

|it]ls = sup  |f(g)||. Lanorme | |, prolonge la norme | |; sur C,.
ge&p,llgll=1 -

On note L’Zl, la fermeture de &, dans M, . Ona C, C /J;,. Les éléments de Lll,

s’appellent les fonctionnelles sommables sur Z, . On note V fe Ell) H f H1 = H f H* .

Notation intégrale : ¥ f € L} on écrit / f(z) 6z aulieu de / f(z). on a donc
Zy Zy

zf(x)c?xz Zf(x):f(]l) (avec 1 =17,).

Le N-dual de Pespace normé (&,, || ||2) se note L£2 et ses éléments s’appellent les

fonctionnelles hilbertiennes sur Z, .

Le N-dual de I'espace normé (c‘,’p, I ||1) se note B, et ses éléments s’appellent les

fonctionnelles bornées sur 7, .

Ona C, C B, C L} C L, etlanorme sur £ se note encore || ||z car elle prolonge

la norme || |2 sur C,; deplus £, est dense dans L.

On note || ||p la norme sur B, ; on a ‘v’fE B, Hf||1§||fH2§HfHB )

M, et £110 sont des espaces de Riesz-Banach ; E}% est un espace de Riesz-Hilbert ;

B, est une algebre de Riesz-Banach.

L’ensemble K, des fonctionnelles caractéristiques et I'espace N, des fonctionnelles

totalement singulieres se définissent comme sur [a,b].

On peut énoncer le théoreme de Radon-Nikodym : | M, = E; DN, |.

On définit aussi les espaces BA, et W, , respectivement des fonctions de Baire et des

fonctions universelles sur 7, .

Tous les espaces décrits précédemment vérifient les mémes propriétés que leurs corres-
pondants sur [a,b]; quant aux démonstrations elles se transposent quasiment sans
changement . De plus on dispose toujours des incontournables théoremes de convergence

monotone et bornée.

Finalement on construit ’algebre de Riesz FO,, des fonctionnelles (générales) sur Z,,

et on développe la méme théorie a leur sujet que pour [a,b].
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Récapitulatif

7, FO,

U U
E, CC, C BA, CW, = B, C L CL, CM,
U U
K, N,

La théorie s’é¢tend a Z, x Z, et permet de démontrer le théoreme de Fubini.

Ces résultats se généralisent sans difficulté a des fonctions ou des mesures complexes ;

nous utiliserons pour les espaces correspondants les notations C, , etc ...

8 4. Moyenne d’une mesure sur une boule

4.1. Définition : V/le./\//l\p VveZ, V{c€IN on pose

Ty (1) (v) est la moyenne de i sur la boule B (v, ?).

4.2. Théoréme : V,&E/\//l\p ona T,(f )65 et ||Te(2)] < p* il

Dém : Il existe exactement p’ boules (disjointes) de “rayon” p®; T, (fi) est constant

sur chacune d’entre elles, donc T, (i) € E; . Par ailleurs on a clairement Vv € Z,

| Te () ()| < p* |l

4.3. Théoreme : Ve M, ona ||T (@), < il .

@l = /!Tm )] 6 (0) <p/Zp /11 )il )] 60)

or Vv, z €%y, lg(,e)(r)=1g,e(v), donc

ITe@l =o' [[ taen@éw]lil@ = [ i@ = ..

P

4.4. Théoreme : era; ona T,(f) > f quand ¢ — + 0.
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Dém : Soit € >0 etsoit mcIN telque Va,be€Z, on ait
|f(a—i—bpm)—f(a)‘ < ¢ ; on peut alors écrire V{>m Yo e Z,
TP @) = O < [ |50+ pa) - f0)| o<,

c-a-d Ve>m || To(f) (v) = f(v)] < e.

~ —

4.5. Théoreme : V f€ L] ona T, (f) N f quand ¢ — 4 0.

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires T, — I : ZE — Z\},.

4.6. Théoreme : ver\g ona T.(f) EN f quand ¢ — 4 0.

Dém : Analogue a la précédente.

4.7. Définition : Soient fi,,ft € M, ; on dit que la suite /i, converge faiblement
vers ji ssi Yh€C, fin(h) — fi(h). On éerit fi, — fi.

4.8. Théoreme : V[le./\//ﬁ ona Ty(ii) > i quand ¢ — +o00.

Dém : Il faut montrer que Vh € C, / h(v) Te(ft)(v) 6 (v) = [ h(z)i(x)
Z, Zy
quand ¢ — + oo .

ona [ 1) Te@ @@ = [ 1@ o' [ [ 1ne.0@ @] 5w

P P P

= pf/Z [/leB(Lg)(v)h(v) (5(1})} fi(x) :/ZTg(h) () i () ;

p p p

comme T, (h) > h, onen déduit lim Ty (h) () i(x) = /zh(:c) i(x).
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CHAPITRE XXI

SERIES DE FOURIER SUR 7,

Nous développons la théorie des séries de Fourier des mesures complexes sur Z, . Ces
séries sont des combinaisons linéaires infinies a coefficients complexes de la fonction 1 et
des fonctions de la forme 2™ ™/?" (m neIN*, pf m < p"—1), qui constituent
les caracteres de Zy,.

Nous proposons ensuite des exemples explicites de calcul de séries de Fourier sur Z,.

§ 1. Caracteres de 7Z,

Notations : IK, = complété p-adique de @ = corps des fractions de Z,
U={zeC||z]=1}.

1.1. Théoreme : La fonction | B : K, = U : z — e?™"% | est bien définie.

Dém : Comme IK,/Z, est canoniquement isomorphe & Z[1/p|/Z C Q/Z
et que la fonction Q/Z — U : z — e2™% est bien définie, il en est de méme de

la fonction FE.

1.2.* Théoreme : EG(/,’;; deplus Ve e K, [E(z)=0 & z€Z, |

—

1.3. Définition : Une fonction F : Z, — U est un caractere de Z, ssi F' € C,
etssi Va,y€Z, F(z+y)=F(x)F(y).

La fonction constante FEg : Z, — U : x +— 1 est clairement un caractere de Z, .

1.4.* Théoreme : Vm,n € IN* telsque |pf m < p®—1]| la fonction

Emn: %Zy—U:x+— E(maz/p") = e?™m=/P" | est un caractere de Z,,.

1.5.* Théoreme : E,, = Epn < [m:m’ et n:n’].

Remarque : Nous verrons plus loin que E et les E,, , sont en fait les seuls caracteres

de 7, , mais nous ne ferons pas usage de ce résultat pour I'instant.
1.6.* Théoreme : Les caracteres de Z, forment un groupe multiplicatif G, .

Notation : Vz € € nous notons z# le conjugué de z.
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1.7.* Théoreme : VF € G, Vo€, ona F(—xz)=F(z)¥ =1/F(z).

1.8.* Théoreme : Vx €Z, Epn(—2)= Ep (@)= Epn_p 0(2).

1.9. Lemme : Sideux caracteres de Z, sont proportionnels ils sont égaux.

Dém : Soient I’ et G deux caracteres de Z, et soit c€ U tel que G =cF ;
ona ¢2F(1)?=G(1) = G(2)=cF(2)=cF(1)?, donc ¢*= ¢, donc ¢ =1.

1.10. Théoréme :

Si F et G sont deux caracteres distincts de Z, on a /

Dém : Ona VyeZ, /
Z

P

Zy

F(a:)G(x)#ch:/ F(r+y) Gz +y)* oz

Zy

F(z)G(z)* 6z =0.

= F(y) G(y)#/ F(z) G(z)# 6z ; puisque F # G, il existe au moins un y € Z,

Zy

tel que F(y)G(y)” = F(y)/G(y) # 1; donc / F(z)G(z)* 6z =0.

1.11. Corollaire :

Vm,neIN* telsque p+m < p"—1 ona

§ 2. Séries de Fourier sur %,

Zy,

[T
Vi

P

2.1. Définition : Soit ﬁe/\//ﬂ,; on pose | ¢g :/ i(z)|eC
Z

P

et Vm,n€IN* telsque [pfm < pt—1

Ce sont les coefficients de Fourier de fi.

Cm,n :/ 6727rim:v/p"'a(x)
Z

P

2.2.% Théoreme : |co| < |||« et |cm.n| < || f]x-
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2.3. Définition :

0o pn—1
. y n /. . ~
La série co + Y, ( S o e2Tima/P > est la série de Fourier de fi.
n=1 m=1
pfm

y4 p"—1 )
Onpose VIeIN VYoeZ, S,(i)(v) = co + >, ( > Cmm 62mmv/p"> ;
m=1

n=1
pfm

Se(f1) € 6; est la somme partielle d’ordre ¢ de la série de Fourier de fi.

2.4. Théoreme : V/€IN ona |S,(ix) = Te(a)|.

l pm—1 ‘ .
Dém : Ona Vuve %p Sg([j,) (7)) = ¢co + Z < Z Comom 627rzmv/p )
m=1

i+ 5 (TS| [ g |errimern

p n=1 m=1
ptm

< L [ [ (e

p p m=1
pfm

Pl ; e] ~
:/ |: Z 627rzm(vfac)/p :|ILL([L'>
Z, =

m=0
pi-1 , ,
Si r€B(v,l), cad si (v —v)/p* € Xy, ona Y e2rim=2)/pi= pt.
m=0

si 1 €B(v,l), cad si (x—v)/p* € Z,, on a

. 2mim (v—x) _

P 6271"im(vfav)/p[: € 1 =0:

m=0 e2mim (v—z)/pt _ 1 !
pt—1 } )

donc Y e?mim(v=a)/p'= plip, 4 (z), donc
m=0

S¢ () (v) = pf/an(v,mx) fia) = To (i) ).

On en déduit le corollaire suivant :
2.5.* Corollaire : eré; ona S,(f) = f quand ¢ — + oo.
verE, on a Sg(f)—l>_f quand ¢ — + 00.

VfeLl? ona Sg(f)if quand ¢ — 4+ co.

Remarquons que, contrairement aux séries de Fourier classiques sur IR /277, les

résultats obtenus sont les plus favorables possible.
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~ —

eol + 5 ('S femnl?) = [ 1717 b2

Zy

Dém :
p"—1

/Zf(x)#sg(/])(x) dr = co Zf(x)# dr + ze: 3 Cm,n|: Zf(x)#ehimx/p"(gx]

p n=1 m=1
ptm

2 : P! 2
= el + X (X lemal?)
n=1

m=1
ptm
de plus Sy (f1) 2 f, donc  lim f@)* S () (x) 6 :/ |f1?(z) 6.
£—+ o0 Z, Z,

2.7. Corollaire : Les seuls caracteres de Z,, sont la fonction E| et les fonctions £, ,

avec m,n€IN* et p+m < p"—1.

Dém : Soit F € G, distinct des caracteres énoncés ci-dessus ; ona Fe C, C L2
or tous les coefficients de Fourier de F sont nuls car F est orthogonal a tous les autres

caracteres de Z, ; on en déduit / |F|?*(z) 6z = 0, donc F = 0.
Z,

2.8. Théoreme : V,&E/T/l\p Vheé; on a

s+ 5[],

P

h(w) 27 5 )] Z/Zh(w)ﬂ(w)
pfm ’ ’

Dém : Ona V/¢c IN*

s § 5 ],

P

hw) 5] = [ hE)Se(@) ) 6 (0)
pfm ’ e

:/zh(v)Tg(,&)(v)cS(v)—) h(z) i(xz) quand ¢ — 4 co.

p ZP

2.9. Corollaire :

Soit 1 € /\//l\p tel que tous ses coefficients de Fourier sont nuls ; alors i = 0.

Dém : Si tous les coefficients de Fourier de i sont nuls, alors Vh e &,

/ h(z) fr(x) = 0 ; donc par définition g = 0.
z

P
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§ 3. Exemples de séries de Fourier sur %,

Exemple 1°  f,: Z, — [0,1] : » = |z|5 avec s € IR}.

Calcul de cqo

o= [ ol 0@ = 3 poe =5 0w @

p"Zy —p T Zy r= —-prtiZ,
:i 1 (i_ 1)_19—1 e 1 (-Dp’
= prs \pr pr+1 D =0 pr(s+1) ps+1 -1

Calcul de ¢y, -

= [ laly €T 5 (@) = 5 [l e 6 (@)
Z, r=0

przpfpr-&-lzp
S 1 2 y n
— Z / e~ mimax/p 5([E)
p

r=0 P Jpraz, —prtiz,

P

1 1 . n—r 1 . n—r—
[_/ 6—27rzmx/p 5(1,) o Jr1/ e—27rzmq;/p 15($)}
r=n-1 p"* P’ Z, p" Z

S 1 [ 1 / —27i /pnfr 1 / —27i / n—r—1
— - e TiMmT S(z) — e TImx/p O (x i|
T;O p"Lp"Jz, (@) prtt g (=)
2

1 1 x 1 1 1 1 p—1 = 1
o _p(n—l)s ]7 + r;n prs <Z?_ pr+1> o _pn(s+1)—s + p 'r;n pr(s—i-l)
B 1 ., p—1 X 1 B 1 , p—1 pstt
- _pn(s+1) [p o P pr(s—i—l)] - _pn(s+1) |: o P ps+1_1
___r [pﬂ}__ p* _pep 1 p'—1
- pn(s+1) ps+1_1 - pn(s+1) ps+1_1 - p(nfl)(erl) ps+1_1'
Comme f; € C, on peut écrire Vo € Z,
[e'S) -1
(p—1p* p°—1 1 = orimason
|x’; - s+1 B s+1 Z n—1)(s+1 Z € mimelp
pstl—1 pstl —1 n:lp( )(+)m:1
p+
Puisque f, est une fonction réelle on en déduit :
[e%s) 1 pn—1 .
(P =1 [zl; = (p=1)p° = (p*=1) ) e D> cos(2mma/p") ;
n=1 m=1
ptm

en particulier pour s =1 on obtient :
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[e'e) 1 pn—1 .
(p+1)|z], = p — 231 p2(n-T) Zl cos (2mmaz/p")
- pfm
Par ailleursona Vn > 2
pn_l pn_l p"71—1
ST ocos(2mmaz/p™) = > cos (2mmax/p™) — >, cos(2mmaz/p"t).
m=1 m=1 m=1
pftm

ce qui permet d’écrire

0o pn—1
p 1 n
x|, = P (p—1) ) —= > cos(2mmaz/p")
p b me1

n=1

Remarquons que ces séries n’ont qu’'un nombre fini de termes non nuls ; les termes

1
d’'indice n > k+1 sont nuls quand [z[, = —.
p
Exemple 2°

On définit la fonction o : Z, — [0,1] de la maniére suivante :

si ...dpdr_1...dyd; estledéveloppement p-adique de = € Z, , on pose

o(x) =0,dydy...dx_1dg ... quelon considere comme le développement p-adique

d’un nombre réel € [0,1] ; autrement dit si = = > dj p*~t € Z,, avec Vk e IN*
k

dp € [0,p—1], on pose o(x) :kildk/pk € [0,1].

Calcul de cq :

) 1 p -1
Co :/Z:(x) J (x) :é—lginoo o TZ::O o(r); ona V/{eN
pt—1 p—1 p-1 p—1 dl d2 dz
A ' <—+—+...+_)
r=0 ( ) dlzzjo dzz::() d;o P p2 pz
1 »p=1 p-1 p—1

1 p} ‘1 ‘1
:7ZT:p ; donc cozlimp = 5.
[ A — 2 t>+o00 2P 2
p—1
Lemme : YVmeZ telque |p+m| ona 1) e2mimk/r —
k=0
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p—1

Tim p
2) ZkeQ K = e2mim/p _ 1°

k=0
, =l ePt —1 . .
Dém : Ona VueC* e = ——— ; en dérivant par rapport a u
k=0 ev —1
p—1 ePu ePu _ 1 )
on trouve kzok;e’“‘: fu_l — e“m; en posant uw=2mwim/p

on obtient les deux résultats.

Calcul de ¢y,

Nous calculons ¢, 3, le cas général s’en déduisant aisément .

. 1 pf—1 )
Cm 3 :/ 0'(1]) 6—27rzmx/p3 (5(ZL’) — lim — Z 0'(7”) 6_27”mr/p3;
7z, L=+ P* o
pi-1 ‘ ,
ona V(>4 > a(r)e—hlmr/p
r=0
p—1 p—-1 p—1 p=1 ,d d d d
- Y T Y (22842
d1=0d2=0 d3s=0 d¢=0 p Y% p p

X exp {—27ri % (d1+d2 p+ ... —{—dgpz_l)}

p—1 p-1 p-1 p=1l ,d d d c . d
. (—1+—§+—2+...+—i) exp{—Zﬂzm—;}
d1=0dy=0d3=0 de=0 N D p p p p

d d
X exp {—27rimp—;} exp {—27rim?3} cexp{—27mimd, p‘~*}

p—1 p-1 p-1 p—1 d d d d
-y Y Y YT (—1+p—§+p—§+...+—ﬁ)

p

d d d
X exp {—27rimp—§} exp {—27rimp—§} exp {—27rim?3};

p—1 d
or 3 exp{—27mim —} = 0, donc I'expression ci-dessus peut s’écrire
d3=0 p
p—1 p-1 p—1 p=1 d d d
DD DD D —2exp{—?wim—;}exp{—27rim—§}exp{—27rim—3
d1=0ds=1d3=0 de=0 P b p p
p—1 p-1 p-1 d d d
=pt=5 3 Y Y ds exp{—27rim—;}exp{—27m'm—§}exp{—27rim—3};
di =0 do=0 d3=0 p p p
q B 1 e—27rim/p2_1 e—?wim/p_l P B 1 1
ONC Cpy,3 = pb e—2mim/pd _ | o-2mim/p? _ | g-2mim/p _ ]  p5 e-2mim/pd _

En généralisant on trouve donc | ¢,y ,, = ;




1 1 l o}
VaeR —— = —— + * t(—),
or Q€ C—ia ] 5 + 5 co 5
q 1 . ™m
onc Cm,n = W[—l—i—lco’c (p—n>i|

Comme o € C, on peut écrire Va € Z,

S 1 '~ . mm Timazx/p™
20’(1‘):1—|— E W E |:—1+ZCOt<p—n>] 62 /p
n=1 m=1
ptm

Puisque o est une fonction réelle on en déduit :

00 p"—1

1 mm
20(x) = 1— — [cos 2mmax/p") + cot (—) sin (27max/p")|.
( 7; pYRE mzl ( /p") e /
ptm
Par ailleurs on sait que
SN Ry +1
1— Z — Z cos (2mma/p"”) = b |z, ;
n=1 p m=1 p
pfm
on obtient donc
p+1 - 1 A mm
20(z) = x|, — —_ cot (—) sin (27max/p") |,
() Pl ; prr! mzl o ( /p")
pftm
. , . p+1 . .
ce qui montre d’ailleurs que 5 |z|, estla partie paire de o (x).
D pare
p"—1
. mT .
Par ailleurs on a Vn > 2 Z cot (—)sm (2mmaz/p")
m=1 pn
ptm
L m rt m
= cot <—>sin(27rmx p") — cot( >sin 2mma/p™t).
ce qui permet d’écrire
P A m
2 o(x) = lz|, — (p—1) cot <—> sin (27max/p™)
i e
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Exemple 3¢ : généralisation de I'exemple 2°

On définit la fonction 7 : Z, — € de la maniere suivante :
sio o= dpp" ! avec VEEN ¢, €[0,p—1], onpose 7(x)= > dp !
k=1 k=1

avec A€ C et |A|<1.

Calcul de cqo

1 r!
co= [ 7(x)d(x) = lim — 7(r); ona V/eIN
o= [ i@ = tm 55 e0)
pt-1 p—1 p-—1 p—1
Yo=Y Y LY (d1+d2A+...+de—l)
r=0 d1=0dy=0  dg=0
1— )\ 1 1—X 1 p—1
¢ .
= - -1 ;d =1 —(p—1 = - —.
prp=b) gy done co = Mmoo (p—1) 55 = 5 73
Calcul de ¢y,
Nous calculons c¢,, 3, le cas général s’en déduisant aisément .
. s 1 rizl . 5
Cm 3 :/ T(:)s)e_”’mx/p 0(zr) = lim — T(r)e”“mr/p :
7 Z, {=+o0 p° o
pf—1 ) 5
ona V{>4 Y 7(r)e2mimr/p
r=0
p—1 p—1 p-1 p—1
_ D Y (d1+d2A+d3A2+...+dw—1>
d1 =0 do=0 d3s=0 dp=0
m
X exp {—QWiF (d1+d2p+...+d4pg_1)}
p—1 p—-1 p-1 p—1 d1
_ DD (d1+d2)\+d3)\2+...+dg/\“1) exp {—2mim L}
d1=0dy=0d3=0 de=0 p

d d
X exp {—27rimp—§} exp {—QWimf} oexp{—2mimd,p*"}
_ D S (d1+d2)\+d3)\2+...+dg)\f_1)

d d d
X exp {—27m'mp—;} exp {—27m'mp—§} exp {—ZWimf};

or Y exp{—2mim 2} = 0, donc l'expression ci-dessus peut s’écrire

co=0 p
p—1 p—-1 p-1 p—1 dl d2 d3
oo > oy dsNexp{—2mim = }exp{—2mim— }exp{-2mim—}
d1=0ds=0d3=0 de=0 p p b
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p—1 p-1

p—1 d d d
=pt3N Y ¥ Zd3exp{—27rim—§}exp{—27rz’m—§}exp{—27rim—3}
di=0dy=0 d3z=0 p p p

donc finalement

. B )\_2 e—27rim/p2_1 6—27rim/p_1 P B )\_2 1
m,3 = p3 e-2mim/p® _ | e-2mim/p? _ | g-2mim/p _ ]| - p? e-2mim/pd _ 1"
o ) A\n—1 1
En généralisant on trouve donc | ¢, n = (—) P - ,
) P e—2mim/p™ _ |

Comme 7 € C, on peut écrire Va € Z,

0o n—1
p—1 A1 R , mT mima /"
QT(l’):m—i— E <]—)) E |:—1+ZCOt(p—n>:| 62 /p
n=1 m=1
ptm

On pose Vn € IN* | d, (z) = n'®® chiffre dans le développement p-adique de z € Z,, |.

En identifiant les coefficients des puissances de A on obtient Vn € IN*

pt—1
2dy(z) =p—-1+ — Z [—1+icot<—mﬂ>}62”mx/p" ,
p” m=1 pn
pfm
ou encore
2 d, (z) 1 1 pnzl[ 0 /pm) + t(mﬂ).(z /n)]
nZ)=p—1— cos(2mmx/p cot | —— |sin(27mx/p
p”_l m=1 pn
p+m

pf—1 ) p—1 p-1 p—1 ) 1 ’
> du(r)® = 2 dyp= o (p=1)(2p-1);
r=0 di1=0do=0 dy=0
1
donc /dn(x)zé(x) o L ERICTE)
Z
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En appliquant la formule de Parseval a la série de Fourier de d,, (x) on trouve donc

no1
.2 ) 1K 1
VnelNT S (p-D)@p-1) = (-1t e mzzlsm2<m>,
pfm p
'~ 1 1
c-a-d 2<mﬂ) =3 (p2_1)p2(n D donc
m=1 SN —
pfm p
p"—1 1 p—1 1 n _p'—1 1 prTl-1 1
YN S/ [ , [T 2m7r]
m—1 sin < n) m—1 sin <—> r—2 m=1 sin < T) m—1 sin ( 7«71)
p p p p
n p"-1 n 2n
1 1 1 pri—1 1
- = L) P = L () 3 (7" -1),
r=1 m=1 Sin2<mnﬂ> 3 7; 3 p2_1 3
pfm p
p"—1
. 1 1 om
c-ird ZW:ﬂp —1) |,
m—1 sin® ( —
pn
qui est un cas particulier de la formule (n > 2)
n—1
1 1, .,
L)
m—1 sin? (M) 3
n
Exemple 4°
On définit la fonction ¢ : Z, — € de la maniere suivante :
sioz= Y dpp* ! avec VkeIN ¢, €[0,p—1], on pose
k=1
e d
o) =3 MNlexp {2miw—} avec Ae@, |N <1 et well,p—1].
k=0 p

Calcul de cq

e(r); ona Ve IN

p‘-1 p—1 p-1 p—1 dl dg
Soo(r)y= 3 > 0> |exp{2miw—}+ Aexp{27iw —}
r=0 di=0d2=0 dg=0 p p

d
+ .o+ A exp{?wiw—z}] = 0; donc c¢o=0.
p

Calcul de ¢y,

Nous calculons c¢,, 3, le cas général s’en déduisant aisément .

235



173

cma = [ o) e T ) = Hm S () e
Z

o {—+ o0 p r=0

en raisonnant comme a l’exemple 3° on trouve V/{ >4

pt-1 ,
S o) et = i 5SS e nin )
r=0 d1 =0 d2=0 d3=0

d d d
X exp{—27rimp—;} exp{—?wimp—i} exp{—27m'm?3}

-} d
= pt=3 )2 Z Z Z exp {— 27mm—}exp{ 27im —
d1=0do=0 d3=0 p
. ds
x exp {2mi (w—m)—
p
—27rim/p2_1 —27rz'm/p_1 p—1 d
_ t-3y2 € € N
p A c—2mim/p3 _ ] e-2mim/p? _ ]| dSZZOQXp{QTFZ(w m) »
—27rim/p_1 p—1 d
_ o t-3y2 € 3
=p A 2w/ ] dsz::Oexp{Zﬂz(w m) — )
2 6727T'im/p_1 p—1 d3
donc ¢,y 3 = e ey daz::() exp {271 (w—m) = ,
22 e—27rim/p_1 .
_ R T Y ssi m=w (mod p)
0 ssi m#Zw (modp).
A\n-1 e—2mim/p _q
(—) Py ssi o m=w (mod p)
En généralisant on trouve ¢, , = p e Pt —1

0 ssi m#Zw (modp),

<)\>n—1 e—2miw/p _q

P e—2mim/pm" _ 1|

0 ssi m#Zw (modp).

ssi m=w (modp)
c-a-d  Cppp =

Comme ¢ € é; on peut écrire Vx € Z,

n__
n—1 p !

e (] 5 QS [ ()

n=

3
I

n—1

e (U] ew =3 (2 )“”Z [ o (B2 )] camicermen

n=1 p
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En identifiant les coefficients des puissances de A on obtient Vn € IN*

Relation de Parseval :

On a / ’exp {27riw dn(2)
Z,

s :/5(95) ~ 1, donc VneN

p p
pnz_l 1 B p2n
- W
r=0 sin? (w—f-rp 7r) sin? (—)
pn+1 p
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CHAPITRE XXII

CONVOLUTION SUR %,

Nous étudions la convolution de deux mesures réelles ou complexes sur Z, avec les
mémes méthodes que sur IR. Nous présentons deux exemples explicites de calcul de

convolution sur 7, .

1.* Lemme :

Soit h € &, ; posons H : Z2 =R : (r,s)— h(r+s); alorsona HeC,(Z2).

2. Définition : La convolée de ji, 7 € M, est définie par

pxv : E,— R : hr—>//z2h(7“+s)ﬂ(r)ﬁ(s) :

3.* Théoreme : Vi, v e M, ona pxveM, et |[a*xv|, <] illZ|-
4. Théoreme : (Mp, *) est une algebre de Banach associative, commutative et unitaire.

Dém : Classique.

5. Théoreme : Vie M, ona |1 =j(1)|; en particulier 11 =1.

Dém : Vhe &, (jixl)(h) ://Zgh(r+s)ﬂ(r) 5(s) = /Z[/z h(r+s)8(s) | i (r)

- /Zp[/zpms) 5(5)} ii(r) = (1) /Zh(s) 6(s).

P

6. Théoréme :

1
Vu,veZ, Vk,{cIN avec |k</{| ona I, k) * 1w, e) = = IB(uto, k) |-
p

Dém : Vheg, //Zzh(r+8) 1B (u, &) (1) LB, e)(s) 0(r) 6(s)
= /z [/z h(r+s)Lg,r(r) 5(7’)] L5 (v, e)(s) 6(s)
— %/Zp[/zph(qupkH—S) 5(7")] I (v, ¢)(s) 6(s)
1

— ﬁ , [/z h(u+pkr+8)]13(u,4)(8) 5(5)] o(r)
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-/ [/Z h(ut phr ot p's) 6(s)| 6(r)

P

] et seatsol
~ o [ B o 8 - Z%/thw)nm“ﬂ,mw) 5(r).

7.% Corollaire : £, &£, C &,.

8. Théoreme : Vf,geC, YueZ, ona (f*xg)(u) = f(z)glu—x)iz;

Z,
on en déduit fxg € C,.

Dém : C’est une conséquence du théoreme de Fubini.
9. Lemme : Vf,g€C, ona (fxg)? < fZxg>
Dém : Ona YueZ,

(292 = [ [ f@atu=g)] < | g u—a)br = (754 ).

10. Théoreme : V f,geC, ona 1) | fxgl < |flllgll

2) If*glli < 1 flh llglh
3) If*gll < [IFll2 gl

Dém : 1) Trivial 2) Conséquence du Théoreme 3

3) Ifxgli = 1(f*9)l < 1= g%le < N2 Mgl = If12 Ngll2-
11.% Corollaire : C,*Cp, C Cp ; Ly x L, C L) 5 L2 % L2 C L.

12. Théoreme : B, * B, C B, et Vfge B, [I[f+gls <|flsllgls-

Dém : Soient f, ge B, etsoit he £,; ona

(o] < [[ ineollflo ) 6(s)
:/Zp [/Zp\h<r+s>} [F10) 00) ] 131(5) 8(s)

or la fonction Z, >R : s — / |h(r+8)| | F|(r) 6(r) est continue,
z
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done |(Fra) | < Il [ [ [ 106+ 911710 60)] 5
= lill / h(r+ )] 89)] | F ) 8
de méme la fonction %, — R : |h(7‘+s)|(5(s) est continue,

done |(F+3) ()] < 11 HgnB/ / b )| 8(5)] ()

= [I/lls ||§||B/ 1 (s)] 6(s) = [Iflle N3lls 17l ;

Zy

1F*glls < [Ills [lgl[s-

-+

donc f*geBp e

Notation : Vi € ./T/l\p onnote co(ft) et ¢pm (1) les coefficients de Fourier de fi.

13. Théoreme :

Vi, DG/\//E) ona co(fixv) =co(ft) co(D) et cmn(f*x0) = cmn(ft) Cmn(P).
Dém : Cm,n(,a*ﬂ) _ // 6—27rim(r+s)/pnﬂ(r> D(s)
z3

:/ e—?frim?"/p"la(,r)/ e—27rim8/pn1}(s> — cm,n(/j)cm,n(ﬁ)-
Z, Z

P

14. Calcul de |z[] * |z|; (r,s € IRT).

A partir des séries de Fourier de [z[] et |z|> , et en vertu du théoréme précédent, on

peut écrire Va € Z,

-1 2 r+s T_1 L
(prt=1)(pett=1)  (prt'=1)(ps+'—1)
p"—1
2mimzx/p™
sz(nlr—i—s—}—Q)(Ze )’
m=1
pftm
or on a
00 n—1
|t = (p—1)prs+t B prstl Z 1 (p 627rim1/pn)'
P o p'r+s+2_1 p'r+s+2_1 — p(n 1) (r+s+2) “—~ ’
pftm

on en déduit
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. _ <p_1)2pr+s
p (pr+1_1) (ps+1—1)

(pr—l) (ps—l) (p_l)pr+s+1_(pr+s+2_1) |x|;+s+1
(pr+1_1) (ps+1_1) pr+s+1_1

EaMEREd

_ 1 [(p_l)pr+s_ (pr_l) (ps_1> ( r+s+2_1)

prstl 1 (pr+i—1) (ps+1—1)

r+s+1
p

| ]

En particulier pour r» = s =1 on obtient

1 2+1
(¢ S o)

|z]p * |z]p, = PE— o1 1l
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