QUATRIEME PARTIE

Espaces associés a une mesure normée positive sur IR"

CHAPITRE XVII

MESURES NORMEES DE BASE i et i-FONCTIONNELLES SUR IR

On se donne | i € M'(IR”)+ , c-a-d une mesure normée positive sur IR" (n € IN*),

et on définit les espaces L'(j1), L2(j1), B(), FO(ji) ainsi que leurs propriétés fonda-
mentales. Il s’agit d’'une généralisation des espaces décrits dans la Premiere partie, qui

correspondent au cas ol i = 4.

8§ 1. Mesures normées de base i

1.1. Définition :

V£ eWn() onpose |fllsa = [ (71 et I7lea= [ [ 7]

1/2

1.2.% Théoréme : || [|z1 et | ||z2 sont des semi-normes sur Wg(IR") et on a

VieWs(R"Y) N fllax < Al IFIF et 1flae < VAL 11

1.3.% Théoreme : V f, g € W(IR") ona |[fgllzi <|fllzzllgllaz-

1.4.% Corollaire : V fe Wg(IR") ona | fllaz1 <l Ifllaz-

1.5. Définition : On pose | Eo(R™). 4 = {h.i | h€E(IR")}|.

Eo(IR™). i est un sous-espace de l'espace de Riesz-Banach M*®(IR").

1.6. Définition :

On note [/i] la fermeture de & (IR").i dans M*(IR") pour la norme || ||,

Les éléments de [fi] s’appellent les ’ mesures normées de base [i ‘

1.7.* Théoreme : [fi] est un espace de Riesz-Banach pour la norme || [|5.

1.8. Théoreme : | [ji] est un sous-espace intégral de M*(IR").
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Dém : Analogue au cas de £! dans la premiere partie.

1.9. Lemme : |V feWg(IR") ona fi€l[n]l.

Dém : Soit d’abord f € PRy (IR") et soit une suite f, € o (IR™) telle que f, 2 f:
alors on a f, i = fji, donc fj € [fi].
Soit ensuite f € Wg(IR") et soit A= {gp| g€ PRs(IR") et g< f} C [fi];
A est une partie de [fi] dominée supérieurement et stable pour la loi V et on a

par définition fii = Sup A ; il existe donc une suite ¢, € PRg(IR") telle que

gn i = fii; donc fhi€[fi].,

1.10. Théoreme : |V f e Wg(R") Vv €[] ona fve[n]].

Dém : Soit 7 € [ji] et soit une suite h, € Eo(IR™) telle que hy, ji = 7 ;
ona VneIN fh,p€ [i] car fh, € Wg(IR") ;
deplus || fo— fhy il < I fI1 |7 =hn it]l = 05 done fo e [n].

1.11.* Corollaire : [fz] est un module de Riesz sur Wg(IR").

§ 2. ji-fonctionnelles sommables

i) = {

Les éléments de £(j1) s’appellent les ji—fonctionnelles sommables ; nous les représente-

On pose | L1(f1) =

xS [ﬂ]} ;onadone |[a]=LY@). 4l

= =
=

rons par des lettres “droites” ; on peut écrire

fell(n) = fpeli] c M(IR") |.

Le “dénominateur " dans la définition des fi—fonctionnelles sommables est purement
formel ; en conséquence la propriété essentielle des fi—fonctionnelles sommables est leur

aptitude a se transformer en mesures normées si on les multiplie par fi.

2.1. Définition : Ve L) onpose |f(f)= (fi)(1) avec 1 =1gn |.

Notation intégrale : ¥V f € L(j1) on note / f(z)n(x) :/ fon=pa(f)|.

n
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2.2. Définition :

naturellement & £'(f1) la structure de I'espace [fi]

On munit £'(f1) d’'une structure d’espace de Riesz en transférant

conpose VI,ge Ll (i)

U
fpg o LATER
.
VheWs(R) hf=fh= ﬁ’“‘)
f<g ssi fp<gp
F) V(g £ii) A (g
fvg:(u)~(gu) f/\g_( )~(gu)
fi ji
o o )
e T (B £ = L2
fi fi i

2.3. Définition :

2.4. Définition :

On dit que f,, converge vers f en norme || |51 et on note

Ve LY () on pose

2.5.* Théoreme :

1l as = ol = () |

Vif,,fe L (i) on éerit

fo 25 f | ssi £, —f]lp1 — 0.

f = im f, |.

L'(j1) est un espace de Riesz-Banach et un module de Riesz sur Wg(IR").

2.6.* Théoréme :

fo 25 o .05 0.

2.7.*% Théoreme de convergence monotone dans L£()

Soit f,, € £L'(1) une suite monotone ; supposons qu'il existe M > 0 tel que Vn € IN

Ifn]l 71 < M ; alors f,, converge en norme || ||z1 vers une fi—fonctionnelle f € £'(j) ;

on a donc aussi

liyrln Mnllaa = [1f]la,1-

2.8. Définition :

Une suite f, € £1(j1) est dominée ssi la suite f, i € [f1] est dominée.
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2.9. Définition : Soit une suite dominée f,, € £!(ji) ; on pose

1 1
Sup f, = — Sup (f,@) et Inff, = — Inf (f,0)
— 1 . 1 ]
et Lim f, = - Lim (f,%) et Lim f, = — Lim (f,f)
n n n n v n

2.10. Définition : On dit que la suite dominée f, € L'(fi) converge ji—finement vers

fel'(i) ssi |f= Lim f, = Lim f, | Onécrit | f, 2% ¢ ] et onnote | f= Lim f,

2.11.* Théoreme : | f, 25t o f, 0 = £ .

2.12.* Théoreme : f, 25 « |f, —f] 25 0.

2.13. Définition : V f € Wp(IR") onpose |{f}z= f’u € LYNp).

{f}s s’appelle la fi-fonctionnelle associée a f.

2.14.* Théoreme :

L’application | Wg(IR") — L) : f+ {f}s| est un morphisme de Riesz.

2.15.* Corollaire :

VIgeWR") {fvagta={ftavigts et {fAg}a={f}an{g}n |

2.16. Théoréme : | Soient f,, f € Wg(IR") tels que f, £>f; alors {f.}z Lkt {f}al-

Dém : C’est le théoreme de Lebesgue dans Wg(IR") appliqué & /i .

Notation : Onnote Wg(IR"); = {{f}z€ Ln) || f e Ws(R)} C LYq) ;
¢’est I'image du morphisme du Théoreme 2.14.

On utilise des notations analogues pour tous les sous-ensembles de Wg(IR"™).

Dans la pratique on remplacera couramment la notation {f}; par la notation f.

2.17.* Théoréme : & (IR"); et Co (IR™); sont denses dans L(f1).
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8 3. ji-fonctionnelles hilbertiennes

3.1. Définition : On note L£?(f1) le sous-espace de L!'(f1) formé des fi-fonctionnelles f

pour lesquelles il existe M >0 tel que |Vge Eo(R") (fa)(9) < Mlgllaz|-

On a donc | £2(j1) € L) |.

Les éléments de L2(ji) s’appellent les fi-fonctionnelles hilbertiennes.

3.2. Définition : Vf € L2(i) onpose || f]z2 = sup (fi)(9)
g€ Eo(R™)
lglla,2=1

3.3. Définition : V f,, f € £2(i) on écrit £, 23 F | ssi |, —f]lz2—0.

On dit que f,, converge vers f en norme || ||z2 et onnote |f = 2limf, |.
n

3.4.* Théoreme : (L*(@), || [[4,2) est un espace de Riesz-Banach.

3.5. Théoreme : & (R"); et Co (IR™); sont denses dans L2(f1).

Dém : Analogue au cas de £? dans la Premiere partie.

3.6.* Théoreme :

(L2(f) ., || | 7,2) estle N-dual de l'espace semi-normé (Eo (IR™), || ||7,2)-

3.7.* Théoreme de convergence monotone dans £2(ji)

Soit f, € £2(ji) une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
|£.]l 7,2 < M ; alors f,, converge en norme || ||z.2 vers une fi-fonctionnelle f € L%(f) ;

on a donc aussi lim [[f, | z2 = ||f]4,2-
n

Le dans £*(f1) se définit comme pour i = Ly, .

3.8.* Théoreme : Vfe L2(i) ona |fllz2=If2]s1.

3.9.* Théoreme : Vf,ge L?(i) ona |fgllar < [fllaz2llgllaz-

3.10.* Corollaire : Vfe L2(a) ona |[fllz1 < VIl Ifllaz-

195



3.11.* Théoreme : |f, 23 f < £2 0 5 27|,

3.12. Définition : On définit le produit scalaire de deux éléments de £?(f1) en posant

Vige L) | (feh=ilte)= [ tei|

n

3.13.* Théoreme : (L*(71), ( , )a) est un espace de Riesz-Hilbert.

§ 4. [i-fonctionnelles bornées

4.1. Définition :

On note B(ji) le sous-espace de L'(f1) formé des ji-fonctionnelles f pour lesquelles

il existe M >0 tel que |Vge&(R") (f)(g) < M|glanl

Les éléments de B(fi) s’appellent les fi-fonctionnelles bornées.

4.2. Définition : Vfe B(i) onpose ||f]zps = sup (f4)(g)
g€ Eo(R™)
lglla,n=1

4.3.* Théoreme : Ve B(f) ona | |[[f|zs = inf M
Me R*

M= |f]|

4.4.*% Théoreme : | B(i1) C L*(@) |

4.5.% Théoreme : Vf € B(i) | [f] < |fllan| et [IT1Z, < [flanlfllz]-

4.6.* Théoreme : (B(f), || ||z,8) est une algebre de Riesz-Banach.

4.7.* Théoreme :

(B(R).fi, | ||z,8) estle N-dual de I'espace semi-normé (Eo (IR™), || ||7,1)

Le fg avec f e B() et ge LM(f1) se définit comme pour f = L, 1.

4.8. Définition : Vfe B(a) Vge LY (i) on pose ‘(fﬂ)(g):(gﬂ)(f):ﬂ(fg) :

4.9.% Théoreme : Vfe B(i) Yge LY(a) ona |[fgllay < Ifllae gl
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4.10.* Théoreme : Vfe B(a) Vge L2 () ona [fgla2 <[fllzs lgllae-

4.11.* Théoreme : L'(a) et L£2*(i1) sont des modules de Riesz sur B(ji).

4.12. Théoreme : | Wi (IR"); = B(q) |.

Ce théoreme signifie que l'application Wg(IR") — B() : f+— {f}s est surjective.

Plus précisément tout f € B(ji) peut étre représentée comme une limite simple bornée

de fonctions pseudo-réglées.

Dém
On montre facilement Wpg (IR"); C B(ji) ; démontrons I'inclusion opposée.

Soit f € B(ji) ; soit une suite bornée f, € Eo(IR™) telle que {f,.}z LEL

c 1. , . i, X
en considérant éventuellement une sous-suite on peut supposer | {f,}; — f|.

Posons Vp>ne€lN g, , = faAfori Ao Afy € Eo(IR") et VneNN
gn:TiI>1fn fr € PRg(IR"); quand p—+o00 ona VYnelN g,, LN Gn s

done {gnpbi “5 {gatn s cded {fda AMfarida Ao ABYs 25 {gada,

cid Tof () = laab-

Posons ¢ = sup ¢, = lim f, € Wg(IR") ; ona g, N g, donc {g.}a X {g}a,
c-a-d Sgp {gnta = {9}n, c-ad Lle {futa = Sgp (}ga {fr}ﬂ) = {9}a;

or {fu}s ™5 £, done f= Lim {f.}; = {g}r € Wu(R");.

La fonctionnelle bornée f peut donc étre représentée par g € Wy (IR"), qui est la limite

simple bornée des fonctions g, € PRg(IR").

4.13.*% Théoreme : VfeWg(IR") ona |[fllas <If|.

4.14.* Théoréme :

L’application | Wz (IR™) — B(f) : f~ {f}a| est un algébromorphisme de Riesz.

4.15.% Corollaire : | V f, g e Wp(R") {fgta={f}alota=7[{9}s |

4.16.* Théoreme : 1) L) et £2(i) sont des modules de Riesz sur Wg(IR").
2) B(j1) est un algébromodule de Riesz sur Wg(IR™).
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4.17. Définition : On pose

Zpa(R") = {feWs(R") | {f}a=0}={feWs(R") | fa=0};

c’est I'espace des fonctions universelles bornées nulles ji-presque partout.

4.18.* Théoreme : Zp ;(R") = {f e Ws(R") || & (|f]) =0}.

4.19.* Théoreme : Zp ;(IR™) est un idéal et un sous-espace cohérent et intégral

de Wg(IR") ; deplusona | B(in) = Wg(IR™)/Z5 (IR™) |.

§ 5. pi-fonctionnelles caractéristiques

5.1. Définition : On pose K(i) = {o€ L?(p) || o*=0} C B(h).

Les éléments de K(j1) s’appellent les ji-fonctionnelles caractéristiques.

5.2.* Théoreme : Ve K(i) ona |olaze = lolla1

5.3.*% Théoreme : Vo,,0 € K(1) ona onﬂa & anﬂa.

5.4.% Théoreme : K(j1) est une partie fermée de L£*(f) et de L1(f).
Onpose EKo(R") = {fe&(R") || fP=f}={feRo(®") | f2=/f}.

5.5.% Théoreme : EKo (IR™); est dense dans K(f).

§ 6. [i-support

Soit 7 € M*(IR™) ; comme [ji] est un sous-espace intégral de M*(IR™), on peut

écrire. Sup A (n|v]) € [i]; plus précisément :
n

6.1.* Théoreme : Vi € M*(IR") | Sup aA(n|v]) € K(i).a|.

6.2. Définition : YV € M*(IR") on pose

S;i(7) = fi-support de v = [Sup [L/\(n|ﬁ|)] e K(i)

=| =
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6.3. Définition : Vf € L£!(ji) on pose

Si(f) = f-support de f = S;(ff) = Sup LA (n|f]) € K(@)|.

6.4.* Théoreme : Vi€ L'(1) ona [Sp(f)=0 < f=0].

6.5.* Théoreme : Ve M*(IR") ona [S;(7)=0 & aAlr[=0].

§ 7. Théoreme de Radon-Nikodym

7.1. Définition : Onnote [p]* = {ve M*(R") || an|o|=0}.

Les éléments de [fi]1 s’appellent les mesures normées étrangeres i fi.

7.2.% Théoréme : [fi]* est un sous-espace cohérent et fermé de M*(IR").
7.3.% Théoreme : [fi] N[i]*+ = {0}.

7.4. Définition : On pose

o YieM*(R")" .= Sup [(na)AD] € [f]

e Ve M (R") Vo= (") —(07).

7.5.% Théoreme : Vo € M*(IR")" ona |0, = Sup {7’ € [fi] || v <o

7.6.* Théoreme : Vo € M*(IR") ona |S;(v.) = Sp(0)| et |v—v. € [p]*].

7.7.% Théoréme de Radon-Nikodym : | M*(IR") = [a] @ [i]* |-

§ 8. Indicateurs de L£!(j1)

8.8. Définition : Vfe L'(a) onpose |{f>0}= S;(f")

{f<0}={-f>0}=S:(f)

{f#£0}=Sa(f)| etc...etc...
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Remarque : En toute rigueur il faudrait utiliser une notation du type { };, mais par

souci de simplification nous négligerons l'indice fi.

8.9. Définition : V f, g€ L(i) on pose
{f>g}={g<f}={f-g>0}=S;[(f-g)"
{f#£g}={f—-g#0}=S,(f—g) etc...etc...

8.10. Définition : Soit I un intervalle de IR ; on pose Vf e L'(f)

{fel}={a<t<b}={a<f}{f<b} si I=]a,b]
{fel}={a<t<b}={a<f}{f<b} si I=][a,b]

{fel}={a<f} si I=[a,+o00[ etc...etc....

8.11. Définition : Une partie A de IR est élémentaire ssi | 1, € EL(IR) |.

Une partie élémentaire de IR est donc constituée d’une réunion finie ou dénombrable

d’intervalles que 'on peut toujours supposer disjoints.

Notation : Si A C IR est élémentaire on pose | fi(A) = i (1)

si de plus f € L) on pose /f[b—/f]lA/] :
A R

8.12. Définition : Si A = |J I, est une partie élémentaire de IR et siles I, sont des

intervalles disjoints, on pose | {fe A} =3 {fel,}|e K(q).

La série >, {f €1,} converge finement, de maniére évidente.
T

8.13. Définition : Les applications L'(i) — K() : f+— {f €A}
[El(ﬂ)]2—>lC(ﬂ) c(f,g) = {f>g} etc...

s’appellent les indicateurs de L£'(f).
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8 9. [-fonctionnelles

On définit FO(j1), 'espace des fi-fonctionnelles en suivant les mémes méthodes que

pour FO. C’est une algeébre de Riesz contenant £!(j1). La théorie est analogue a celle

de FO.

En particulier on peut définir dans FO(f1) les convergences ms, p.p., A, E, qui

sont bien entendu relatives a la mesure [i ; nous conservons néanmoins les mémes

notations que dans FO, sans faire explicitement référence a |[i.

Récapitulatif
FO(fi)
U
Wp(IR") o> B(i) < £2(5)  L'(3) “5 [A] ¢ M*(R")
U U U
Z5.a(RY)  K(7) (]t

§ 10. Composée d’une [i-fonctionnelle et d’une fonction réglée

On suppose toujours | i € M*(IR")" (n € IN*) et on se donne |F € FO(f) |

10.1. Définition : Soit h € E(IR) ; on peut écrire h = > «, 15, , ou les intervalles I,

r

sont disjoints et ot Vr o, € R; onpose |hoF =3 a,{Fel.}| e FO(n).

La série > «a, {F € Ir} converge exactement, de maniere évidente.
T

10.2.* Théoréme : Si A est une partie élémentaire de IR ona |15 oF = {F € A} )

10.3.* Théoréme :

L’application E(IR) — FO() : h— hoF est un algébromorphisme de Riesz.

En particulierona VYhe E(IR) | |hoF| = |h|oF |
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10.4. Théoreme : YVh e Eg(IR) ona hoF € B(i) et ||hoF|<| A ]|

Dém : On peut écrire h = ) «,1j,, ou les intervalles I, sont disjoints et ou
'

Vr la,| < k] ; alorsona hoF =3 a,{Fel,}eB(i) et

|hoF| < ||h|.> {FelL} <|h]|.

10.5.* Corollaire :

Soient g, h € E(R) telsque g—h € Eg(IR) ; alors | |[goF —hoF| < | g—nh]]|.

10.6. Théoreme- Définition :

Soit h € R(IR) et soit une suite h, € £(IR) telle que h, — h; alors h,oF converge

en mesure dans FO(fi) ; on pose | hoF = limite en mesure de h,oF | € FO(fi).

hoF ne dépend pas de la suite particuliere h,, — h.

Dém : Ona Vp,qeIN |hyoF —h,0F|<| h,—hy]|, donc
|hpoF —hgoF a1 < | hy—hg| | i]«. Lasuite h,oF € FO(fi) est donc de Cauchy

pour la norme || ||z1 et donc aussi pour la convergence en mesure.

10.7.* Théoreme :

L’application R(IR) — FO(t) : h— hoF est un algébromorphisme de Riesz.
En particulier ona Vhe R(IR) | |hoF| = |h|oF]|.

10.8. Théoreme : Soit h € R(IR) une fonction strictement croissante et soit o € IR;

alors |{hoF > h(a)} ={F>a}|

Dém : Soit p, une suite croissante de fonctions étagées convergeant uniformément
vers h sur Uintervalle | — oo, a] ; soit ¢, une suite croissante de fonctions étagées,
convergeant uniformément vers h sur l'intervalle |a, + oo, de la forme
qn = h(a)l1a a1/ + D ¢ 11, , ol les intervalles I, forment une partition
de [a+1/n, +o00] et 013; Vr ¢, > h(a). Onpose VneIN k, =p,Uq, € E(R).
Ona kyoF=[p,oF|U[h(e){a<F<a+1/n} + > c.{Fel,}],
donc {k,oF>h(a)} =Y {Fel,} ={F>a} - {aT<F<a+1/n}.

La suite k,, est croissante et converge uniformément vers h sur IR ; la suite k, o F est

donc aussi croissante et converge en mesure vers hoF € FO(f).
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On en déduit {k, o F > h(a)} 25 {hoF > h(a)};
or {knoF>h(a)}:{F>a}—{a<F<a+1/n}ﬂ{F>a}—{a<F§a}
={F>a}, dnc {hoF>h(a)} ={F>a}.

§ 11. Composée d’une [i-fonctionnelle sommable et d’une fonction lipschitzienne

On peut définir de maniere alternative la composée d'une ji—fonctionnelle sommable

et d'une fonction lipschitzienne . Nous présentons brievement la méthode ci-dessous.

On se donne la fonction | h € C(IR) |, lipschitzienne de constante k > 0.

11.1. Lemme : Soit f € Rp(IR") ; alors ho f € Rg(IR").

Dém : Ilexiste a,b>0 telsque Vze€IR |h(x)| < a+ b|z|; onen déduit
|hofl<a-+bl|f|, donc hofeRg(IR").

11.2. Lemme :

Soient f, g€ Rp(IR™); alorsona || hof—hog|lai <kl f—glla1]

Dém : Ona Vu€IR" [(hof)(u) = (hog)(u)| = |h[f(u)] = h[g(u)]|
< k|f(u)—g(u)]; done |[hof—hogllar<k|f=glar

11.3. Théoréme - Définition : Soit f € L1(fi) et soit une suite f, € Rz (IR™) telle

que f, LN f; alors hof, estune suite de Cauchy dans L(f1) et on pose

hof=1m (hof,)|e LLYA).

n

h o f' ne dépend pas de la suite particuliere f, LN f .
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CHAPITRE XVIII

IMAGE D’UNE MESURE NORMEE POSITIVE

On suppose toujours | i € M*(IR™)" (n € IN*).

§ 1. Image d’une mesure normée postive ;i par une ji-fonctionnelle

Si fi est une probabilité sur IR™ et si F est une fonction réglée de IR™ dans IR, alors
la loi de F est la probabilité sur IR des valeurs de F. Nous étendons cette notion au

contexte plus général d'une mesure normée positive i et d'une p—fonctionnelle F.

1.1. Définition : Soit F € FO(fi) ; onpose YVhe Rp(IR) |fig(h)=ji(hoF)|.

En particulier pour tout partie élémentaire A de IR ona | firp(A) = [ [{F € AH :

fir s'appelle '[IMAGE]| de i par F (ou de F relativement & fi, si i€ P(IR")).

1.2. Théoreme : |jape M*(IR)T| et |[|frls= Il

Dém :

1°) VheEo(R) |jir ()] =i (hoF)| < |l [hoFl < il 2],
donc fir € PM*(IR) et | firlls < | jt|lx. De plus ona Vhe E(R)"

figp(h) = (hoF) >0, donc fir > 0. Enfin on a

[l =) =aMoF) = () = |4l

2°) Démontrons fip € M*(IR), c-a-d VecelR dl—i>rIcli fiv (1)c,qa1) = 0.

On peut supposer > 0 car jir = (i*)r — (i)

Prenons par exemple le cas d — ¢t ;

owa e (Lewat) = i (e.agoF) = i [{e< T <d}] = i [{e<F}{F <d}]

orquand d—c¢" ona {F<d} LAY {F <c},

donc {c<F}{F<d} LN {c<F}{F§c}:0, c-a-d ﬂ[{c<F}{F<dH—>O.

1.3.* Corollaire : Si g€ P(IR"), alors jir € P(IR).
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§ 2. Convergences en loi faible et en loi forte

2.1. Lemme :
Soient ag < a; < ...<a, desnombresréels ; onpose V1<r<n I,=[a,_1,a,[;

soit h=> f,.1;, avec V1<r<n fS,€IR; on pose
r=1

dzlglgn(ar—ar_l) et ezlglggnwr—ﬁr_ll

alors VF,Ge FO(fi) ona ||hoF—hoG| < 2]h|.{|[F-G|>d} +e|.

Dém : Onpose V1<r<n ar:{FGIT} et TT:{GGIT}.

Lemme auxiliaire : ¥Yr,s ona [|r—s|22 = {|[F-G|<d} arrszo].

Démonstration du lemme auziliaire :

Faisons par exemple la démonstration pour r =1 et s=3.

Ona {|F-G|<d} o3 ={F-d<G<F+d}{as<F<ai}{ar,<G<as}
={F-d<G}{G<F+d}{as<F<a}{a:<G}{G<as}
={ag<F<a}{F-d<as}{ar<F+d}

= {a0§F<a1}{a2—d<F<a3—|—d}:O car a1 < as—d.

Suite de la démonstration du lemme :

n n
On a clairement > o, = > 7. =1, donc
r=1 r=1

hoF —hoG = i Br(o,—m1) = i ﬁr[0r<i Ts —<i 0'5>TT], donc

(hoF—hoG){|F-Gl<d}={IF-Gl<d} ¥ 3 [0 ( X n) = (X o) 7]

—{IF-G|<d}[Bi(o1m— 02 m)

n—1
+ Z Br (Ur Tr—1 + OrTr41 — Op—1Tp — Op41 Tr) + 671 (Un Tn—1 — Op—1 Tn)i| ;
r=2

n—1
= {‘F_G| S d} Z_:l(ﬁr_ﬁwrl) (UTTT+1 _O.T+1Tr)7

n—1
donc \hOF—hOG]{|F—G] < d} < e > (0pTrp1+ 0ps17r)
r=1
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On en déduit
|hoF —hoG|=|hoF—hoG|{|F-G|>d}+|hoF—hoG|{|F-G|<d}

< (JhoF|+|hoG){|F=G|>d}+e < 2|l {|F-G|>d} + .

ms

2.2. Théoreme : Soient F,,,F e FO(in), F,, — F; alors ona Vhe |Cp(IR)

hoF, &% hoF, et donc fir, — jip; sideplus | ir € MYH(IR)*| ona fip, RN QF-

Dém : Supposons d’abord h € Co(IR) ; soit £ >0 il existe k € Eo(IR) tel que
|h—k| <e, doncaussi e<2e (notations du lemme précédent);
onaalors Vn€IN |koF,—koF| < 2|h|.{|F,—F|>d} + 2¢,
donc |[koFy—koF| < 2| [[{|Fa—=F|>d}|  +2¢]all;
donc lim |[koF,—koF||, < 2elliill ; on peut écrire
|hoF, —hoF| <|koF,—koF|+|(h—k)oF,|+|(h—k)oF|
< |koF,—koF |+ 2|h—k| < |koF,—koF|+ 2¢;
done Tim |[hoF,—hoF |, <4clif.; done hoF, &5 hoF.
Supposons maintenant h € Cg(IR) ; ona Vk,neIN* (avec Xp=1[_4 &)
hoF, —hoF = (Xgh)oF, + [(1—=Xg)h]oF, — (X h)oF — [(1=Xy)h]oF;
donc |hoF, —hoF|<|(Xph)oF, — (Xzh)oF|
+ [ [(1=Xg)h] oFp| 4+ |[(1=Xg)h] oF|
< | (Xph)oF,— (Xph)oF| + [ |(1=Xg)oF, | + |A] [(1=Xy)oF|
< |(Xeh)oF, = (Xph)oF| + {|F| >k} + {|Fa]| >k} ;
donc |[hoF, —hoF | < [(Xph)oF, —(Xyh)oF| |
FIFI = B+ HF > R
soit € >0 choisissons k € IN* tel que [[{|F| >k} < e et
VnelN [{|Fa| >k}, < e (Cest possible car F, = F); on en déduit
VneN [[hoF,—hoF| . < |[(Xph)oF,—(Xph)oF|  + 2¢;
done Tim |[hoFy,—hoF |, <2e: done hoF, &5 hoF.

La fin du théoreme est une conséquence du Théoreme XIV. 5.
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2.3. Définition : Supposons i € P(IR").

On dit que F, € FO(ji) converge |en loi faible | vers F € FO(fi) ssi fip, — fip ;

, . loi
on écrit F, = F.

On dit que F,, € FO(ji) converge vers F € FO(i) ssi fip, 2 Iy ;

, . Loi
on écrit F,, = F.

2.4.* Corollaire :

Sait € PORY) et B, P e FO(i)  alorsona [Fy % F » F, % B,

ms

Sideplus |fir € Pp(R)| ona |F, - F = F, =

2.5. Théoreme :

Soient F,,F e FO(ii), F, 28 F; alors Vhe|Cs(R)| ona hoF, 25 hoF.

Dém : Analogue au théoreme précédent .

2.6. Théoreme : Soient h € & (IR) et F, G e FO(IR) ; alors on a

|hoF —hoG| < 2|h|.{F#G}|.

Dém : On peut écrire h=73 3,1y, ; posons V1<r<n o,={Fel,}
et ={Gel,};oma Vr (o,—7){F=G} =0, donc
(hoF—hoG){F=G} =3 B, (0, —1){F=G} = 0;
donc |hoF —hoG|=|hoF—hoG[{F#G} < 2|h|.{F£G}.

2.7.% Corollaire : Soient F,,Fe FO(n), F, A F;oalors Vhe Rp(IR)| ona

hoF, “—1> hoF, et donc f[i, i> .

2.8.* Corollaire :

Soit e P(R™) et F,, Fe FO(i); alorsona |F, > F = F, =

2.9.* Théoreme : Soient F,, F e FO(n), F, 5 F:oalors Vhe Rp(IR)| on a

holF, EX hoF.
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Récapitulatif : Modes de convergence dans FO (i) avec | i € M*(IR")"

F, ™ F = Vhel|Cz(R)| hoF, &5 hoF.
F, BF = VhelCz(R)| hoF, &5 hoF.
F, % F = Vhe|Rp(R)| hoF, &5 hoF,
F, 5F = Vhe|Rp(R)| hoF, 25 hoF,

Si [ i€ P(IR")| on a par conséquent A = Loi
\ )

ms = loi

§ 3. Composée d’une [i-fonctionnelle F et d’une [ p-fonctionnelle

Nous étendons la notation hoF pour h € £!(fir), et ensuite pour h € FO(fig).

3.1. Théoreme : Vhe Eo(IR) ona ||[hoF|i1= Iz |-

Dém : [[A]laen = fr (Ih]) = (|h[oF) =f([hoF|) =[hoF|a.1.

3.2. Définition : |Vh € L(fir) | on peut donc définir | ho F | par densité.

3.3.% Théoreme : Vhe L'(fir) ona hoFeL'(i) et |||[hoF|z1=|hlap1l

3.4.* Corollaire : Vh e L'Y(fip) | ap(h) =j(hoF)|

3.5.* Théoreme : L’application L'(fig) — £Y(f1) : h— hoF est une isométrie de

Riesz. En particulier on a Vh € L'(jir) ||hoF| = |h|oF |.

3.6. Théoreme : Vhe Eo(IR) ona |[[hoF|a2= A2 |-

Dém : [|h]lpp2=ir (h?)=pa[(h?)oF] =f[(hoF)*] =|lhoF .
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3.7.% Corollaire : Vhe £?(fig) ona hoFe L) et |[[hoF|z2=|hlam.2 ]|

3.8.* Corollaire : L’application L£?(fig) = L%(ft) : h—hoF est une isométrie

de Riesz. De plus V g,h e L*(fir) on a ‘(gh)oF: (goF)(hoF) ‘

3.9. Théoreme : Vhe B(fip) ona hoFe B(i) et |||hoF|zp=Ihlzen|

Dém : ¥he B(ir) ona [h| <|hfps, donc [hoF|=[h|oF
<|hllgesoF =|hllz s, donc hoFeB(n) et [[hoF|zs < [[hiz5-
D’autre part Vk € Eo(IR) ona |(hjp)(k)|=|ar(hk)| =]|i[(hoF)(koF)]]

< |[hoFl|ap-a(lkoF|) =||hoF|as.ar(|k]), dmnc [hze < [|hoF| 5.

3.10.* Corollaire : L’application B(jir) = B(ft) : h+— hoF est un algébromorphisme

et une isométrie de Riesz.

3.11.* Corollaire : 0 € K(fir) = coF e K(f).

Notation : Onpose VYo €K(jir) [{F€o}=00F|€cK(R).

3.12. Théoréme : Vhe LY (ap) ona |Sz(hoF)=S;(h)oF |

Dém :

IA[n. hoF|]=1A[n.(|h]eF)]=1A[(n.|h])oF] = (LoF)A[(n.|h])oF]

[LA(n.[h]) JoF ; donc S;(hoF) = 'lim LA [n.[hoF|]='lim [IA(n.[h])]oF

= [1liTILn LA (n.|h]|)]oF = Sz(h)oF.

3.13. Définition : |V H € FO(jir) | on peut donc définir | Ho F € FO(f1) | par densité

de L'(jir) dans FO(jir) pour la convergence plate ou exacte.

3.14.* Théoreme :

VHe FO(iir) ona HoF e FO(i) et |S

(HoF)=S;(H)oF|.

=
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3.15. Corollaire : L’application | FO(fig) = FO(fr) : H— HoF | est un

algébromorphisme injectif de Riesz.

Dém : Soit He FO () tel que HoF =0; soit VneIN o, ={|H|<n};
ona 0= (0,0F)(HoF)= (6,H)oF, or |o,H|<n, donc o,H€e L) ;
on peut donc écrire 0= || (o, H)oF|z1 =0, H|zp1, donc YnelN o,H=0,

or o, H 28 H, donc H=0.

3.16.* Théoreme : VH,,He FO(jir) ona (H, = H) < (H,oF = HoF)

(idem pour p.p., A, E).

§ 4. Généralisation aux [i-polyfonctionnelles

Soit p € IN* ; on généralise les notions de ce chapitre en se donnant p ji—fonctionnelles

Fy,Fy, ..., F, € FO(R)

et en considérant la fi—polyfonctionnelle F = (Fy, Fo, ..., F,) “avaleurs dans IR?”.

1. Définition :

Soient Iy, I,, ..., I, desintervalles de IR et soit K= 1I; xIyx...x1I, CIR?; alors

Ik € Ep(IR?) etonpose |IxoF ={FeK}={F eli}{F,el,}...{F,el, }|

On étend la notation hoF atout h € R(IR?) comme au Chapitre XVII § 10.

2. Définition :

On pose Yh e Rg(IR?) | ir (h) = i (hoF)|. fir est '[IMAGE] de i par F.

3.* Théoreme : | ip € M*(IRP)*| et || arl«= il |-

4.* Théoréme : Si g€ P(IR"), alors | jip € P(IR?) | et fip s’appelle la

[LOI CONJOINTE | de Fy, Fo, ..., F, relativement a /.

On peut étendre la notation Ho F a tout H € FO(fig) comme au § 3.
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CHAPITRE XIX

CONDITIONNEMENT D’UNE [-FONCTIONNELLE SOMMABLE

On suppose maintenant que | i € P(IR") | (n € IN*), c-a-d que i est une
probabilité sur IR".

On se donne | g € L) | et la a—polyfonctionnelle | F = (Fy, Fy, ..., F,)

avec Fi, Fy, ... F, € FO(R).

On définit alors I’ espérance conditionnelle de g sachant F, ainsi que le conditionné

de g par rapport a F . dont nous développons les principales propriétés.

1. Définition : Soit o € (1) tel que o # 0 ; on définit le réel

E(glo) = %U)/Rnagﬁ :

E (g | U) s’appelle 1’ | espérance conditionnelle de g sachant o |.

2. Définition :

On pose Vhe Rp(R?) | (gi)r(h) = (gi) (hoF) = fi[g.(hoF)]

C’est 'analogue de la Définition XVIIT. 1.1, mais appliquée a la mesure ¢ /i (qui n’est

plus nécessairement positive).

3.* Théortme : Ona | (g)r € M*(R?)| et [ [(g)ell < lellon = Izl

, c-a-d (g ,&)F est une mesure de base iy € P(IR?).

4. Théoreme : ‘ (g ﬂ)p € [fr]

Dém
1) Supposons d’abord g € £ (IR") ; alorson a Y h € & (IRP)
[(gm)e(h)| = |alg-(ho®)]| <llgla(lhoF|) =gl i(lhloF)
= llgll e (Ih]); done |(g@)r| < llgll ftr, donc (gji)e € [fir],

car [fir| est un sous-espace intégral de M*(IRP).

2) Supposons maintenant g € £1(ji) ; soit une suite g, € Eo (IR") telle que g, Al o

alors on . || (g 71)e = (g0 2) g |, = | [ (80 = &) il I, < 18 = gl dome

(gnft)p = (g it)r € [fiv].
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5. Définition :

On peut donc poser

E (g | F) s’appelle I’

6. Lemme : Vh € Rg(IR?) ona |(gi)(hoF)=jr[E(g|F)n]|

(gf)r=E(g|F)fir| avec |E(g|F) e L (fir) |

espérance conditionnelle de g sachant F |.

Dém : (gfi) (hoF)=(git)r(h) = [E(g|F)fir](h)=ir[E(g|F)n].

FExemple fondamental

: Prenons p =1 et soit A une partie élémentaire de IR ;

la formule ci-dessus appliquée a h = 1, donne alors

JE@IF) e = [ {Fea}si

= a[{FeA}] E(g|{F € A}) = jir(A) E(g|{F € A}) ;

si fip(A)#0 on en déduit

L [EIr) - El{rea)]

KE

On peut donc interpréter la “valeur” de E ( g| F) en o € IR comme la “limite”

de E ( g| {F € A}) quand A “se réduit” au singleton {a} , et écrire abusivement
E (g | F) () =E (g | {F = a}) , ce qui motive la notation E (g | F)

7. Définition : On pose

E (g | F) s’appelle la

E(g|F): E(g|F)oF | € LYR).

conditionnée de g par rapport a F |.

On peut écrire symboliquement V2 € IR® E (g|F)(z)=E(g|{F=F(2)}),

c-a-d E(g |F)(z) =

E(g|55

)

,avec T={yeR"||F(y)=F(z)}.

E(g | F) est la composée a gauche de F qui approche

113

au mieux” g.

Schéma fonctionnel :
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8.*% Théoreme : | g>0 = [E(g|F)20 et /E\(g|F)ZO} .

9. Théoreme : | |(gf)r| < (lgl i) |, donc |E(g|F)| < E(Ig]|F) |,

donc ‘E(g|F)|§E(|g||F) :

Dém : Ona VheRp(RP) [(gi)e ()| =|(gh)(hoF)| <(lgli) (lhoF])

= (lgli)p (1) ; donc |(g )| < (gl i),

10. Théoréme :

AlE(eIF)] = a(e)| o |[E(IF)|l,, = IE(IF)[iea < lellan |

Dém
1) i[E(2IF)] = [E(e]F)oF] = jip [E(g|F)] = (2)r (1) = fi(2).
2) |E(eIF) ||, = [IE(IF)] =a[lE(e|F)|oF] = e [|E(g]F)]

= [1E(&IF)[[7e1 = [[E(eIF) el = [[ (g 2)rll, <Ilelz-

11.* Théoréme : Vhe L'(fip) ona |E(hoF|F)=h|.

Dém : VkeRp(IR?) ona jir[E(hoF|F)k]=[(hoF)pa](koF)
= fi[(hoF)(koF)] = a[(hk)oF]= fip(hk); donc E(hoF|F).fip=nh.Mr,
donc E(hoF|F):h.

12. Théoreme : Vh e Rp(R?) ona |(gj)(hoF)=[E(g|F)a](hoF)].

m)

13.* Corollaire : [E(g|F)ﬂ}F: (g@)p |, donc |E]

(sIF)IF]=E(g]F)

donc E[E(g|F)|F] :E(g|F) :
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14.* Corollaire : g+ E(g | F) est une projection croissante de norme 1 de £'(ji).

15. Théoreme : Vg e L*() ona E(g|F) € L) et

IE(gIF) laz=|E(2]F)||ar.2 < llgllaz |-

Dém : Ona VheRp(R?) jir[E(g|F)h] =[E(g]|F)ir](h) = (gi)r (h)
= pfg.-(hoF)] < lglazllhoFlaz=llglaz hllap2;
donc E(g|F) € L2(jir) et [[E(g]F)llic2<Iglls2 s done

E(2|F)=E(glF)oF € £2(4) et [E(g]F)llz2=lE(2IF)llar> < lelso-

16.* Corollaire : g+ E (g|F) est une projection orthogonale croissante de £2(fi).

17.* Théoreme : Vge B(ii) ona E(g|F)EB(ﬁ) et

IE(gIF) s = E(gIF)|ae.n < lellae |-

18.* Corollaire : g~ E(g |F) est une projection croissante de norme 1 de B(f).
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