TROISIEME PARTIE

Intégration sur un rectangle compact de IR>

CHAPITRE XV

FONCTIONS ET PSEUDO-MESURES
SUR UN RECTANGLE COMPACT

On généralise a grands traits pour deux dimensions les résultats obtenus sur [a,b].
Le produit tensoriel de deux pseudo-mesures unidimensionnelles constitue la principale

nouveauté de ce chapitre, qui nous conduit a I’apothéose du théoreme de Fubini.

§ 1. Espaces fondamentaux

I et J sont des intervalles compacts de longueur non nulle de IR ; on pose K= 1xJ.

1.1. Définition : Une fonction étagée dans K est une combinaison linéaire de fonctions
de la forme 1y, ou I” et J’ sont des intervalles inclus respectivement a I et J,

(éventuellement réduits a des singletons).

Notations :

E(K) = algebre de Riesz des fonctions étagées : K — IR
C(K) = algebre de Riesz des fonctions continues : K — IR

F(K) = algebre de Riesz des fonctions bornées : K — IR

1.2. Définition : On note R(K) la fermeture de £ (K) dans F(K) pour la convergence

uniforme . Les fonctions de R(K) sont appelées les fonctions réglées dans K.

1.3.* Théoreme : Soit f € F(K); alors f € R(K) ssi V(u,v) € K les huit limites

suivantes existent :

lim f(z,v) lim f(z,v) lm f(u,y) lm f(u,y)
z—ut T—u" y— ot y— ot
im f(z,y) lim f(z,y) lim f(z,y) lim f(z,y)
z—ut T—u- z—ut T—u-
y—)’uJr y—H)Jr y—v y—=v-
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Si on trace un carré de centre P = (u, v) et de cotés paralleles aux axes, ainsi que ses
deux médianes, les limites ci-dessus correspondent aux limites en P sur les quatre demi-

médianes et aux limites en P dans les quatres carrés ouverts délimités par les médianes.

On définit PM(K), LK), £2(K), B(K), BAK), PR(K), W(K) comme sur [a,b].

Les définitions et théoremes relatifs a ces espaces sont analogues au cas de [a,b].

Notation intégrale : ¥ f € PM(K) Vge R(K) on note

F(9) =//Kgf=//Kg<m7y>f<x,y> .

V fe £Y(K) on écrit // f(z,y) de dy au lieu de // f(x,y); on a donc
K K

//Kf(it,y)dasdyZ//Kf(a?,y):f(]l) (avec 1 =1k) |.

1.4. Définition : f € PM(K) est une mesure sur K ssi

Vuel 1imi\f|(1]u,aw):0 et Yoel lim |f|(Lixus) =0

a—u B—ovt

Cette propriété s’appelle I’hypercontinuité des mesures ; elle signifie que si, dans un

rectangle ouvert de cotés paralleles aux axes, un coté tend vers le coté opposé, alors la

mesure du rectangle tend vers 0.

On note M (K) lespace de Riesz des mesures sur K.

La mesure £(K) > 1R : g — // g(z,y)dr dy estla mesure de Lebesgue sur K.
K

1.5.% Théoreme : | L'(K) ¢ M(K) ¢ PM(K) |.

1.6.* Théoreme : M (K) est un sous-espace cohérent , et fermé de PM(K).

1.7. Théoreme de Lebesgue dans W (K)

Soit f € W(K) et soit une suite f, € W(K) telle que f, 2 f:oalors Vi€ M(K)

ona f,ji= ffi; en conséquence fi(fn)— ji(f)

Dém : Meéme succession d’étapes que pour [a,b].
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1.8. Corollaire : Hypercontinuité généralisée

Soit une suite décroissante d’ouverts €, C K tels que () 2, = 0 ; alors Vi e M(K)

on a /Z(]lgn)—>0 .

Dém : Ona VnelN 1o, € PR(K); de plus on a clairement 1g ) ;
il suffit des lors d’appliquer le théoreme de Lebesgue.

Remarque : |l n'existe pas de généralisation naturelle de la notion de mesure diffuse

en dimension > 2.

§ 2. Produit tensoriel de fonctions

2.1. Définition : V f e F(I) Vg€ F(J) on note

f@g : K=>IR : (z,y)— f(x)g(y)|; onadonc | f®ge F(K)]|.

2.2.% Théoreme : | |f@g|=|f[@]g]| et [[f@gl=IISIgll]

2.3.* Théoreme : Ona Vf, fi, e F(A) Yg, g1, g2 F(J)
1) iwg+ feg=(fi+tf)®g

2) f®g1+f®g2=[®(g1+92)

3) VAER (A f)®g=f@(Ag)=A(f®9)

4) (fi®g1) (fa®g2) = (f1f2) ® (91 92)-

Notation : Soient V un sous-espace de F(I) et W un sous-espace de F(J) ;

on note | V® W | le sous-espace vectoriel de F(K) engendré par les éléments

dela forme f®g avec f €V et g € W ; on peut donc écrire | F(I) @ F(J) € F(K) |.

2.4.% Théoreme : | E(I)@E(J) = E(K)|.

Cette propriété, a contraster avec la suivante, fournit une raison supplémentaire de batir

la théorie de 'intégration sur les fonctions étagées plutot que sur les fonctions continues.

2.5.% Théoreme : C(I)®@C(J) Cc C(K) et R(I)@R(J) C R(K).

2.6.* Théoreme : BA(I)®@ BA(J) C BAK) et PR(I)®@PR(J)C PR(K).
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§ 3. Pseudo-mesures marginales

3.1. Définition : VfEPM(K) on pose
Af:ﬂD%Rﬁth@@LO:[LM@ﬂLw
et /If EWJ)—R : h|—>f(11®h)://Kh(y)f(x,y).

3.2. Théoreme :

/fEPM(I) et /fEPM(J); de plus H
J I

A e [ ] <7

Dém :

Ona Vhe £() ](/Jf)(h)‘z\f(h@@h)\SHfH*HIhI®1J||=HfH*HhH-

/ f et / f s’appellent les pseudo-mesures marginales de f, respectivement sur I et J.
J I

3.3. Corollaire :
Soient f,, f € PM(K) tels que f, = f ; alors /fn i>/f et /fn i)/f
J J I I

3.4. Lemme :

Vhe £l ./f‘ <|fl(h®1y) et Vke&( /f) <|fli®k).
/f‘ = sup ‘(/f)(k)‘ = sup |f(k®1y)|
G

< sup |fl(|k|l®1y) = |f|(h®1y).
ke e
k| <h

3.5. Théoreme : | f € M(K) = [/fGM(I) et /fGM(J)} :
J I

Dém : Ona Vucl

|7 aa) < 17 (o ©10) = 1P (o) 0 auand @ =,

Notation : Si f € L'(K) on notera les mesures marginales /fdy et /fdx ;
J I

compte tenu du théoreme suivant nous les appelerons fonctionnelles marginales ,

respectivement sur I et J.
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3.6. Théoreme : | f € L'(K) = [/fdyeﬁl(l) et /fdxecl(J)} .
J I

Dém : Il existe une suite f, € £(K) et une suite &, > 0 telles que &, — 0

et telles que Vge E(K //fn:ry xydxdy‘<€n||g||

donc Vhe &) |f(h®1y) / folz,y)h d:cdy’<gth®1JH

c-a-d ‘ /fdy (h)—/ /fn(x,y)dy h(a:)dx‘éethH;

or VnG]N/fndyES donc/fd3/€£l()

3.7. Théortme : | f € £2(K /fdy€£2 ot /fdx@ﬁ(J)}

de plus H/deszélJl”Q 170 et || fFaal], <02 0,

Déw = Ona Ve ) |([F)m] = 1fmo1l < IF],1nonl.

= HfH2 |J|V2 ||kl ; donc /dey c L2(I) et H/dey H2 < |J|l/2 Hf”z

3.8. Théoreme : | f € B(K) = [/fdyEB(I) et /fda:EB(J)}
J I

de plus

[ [day ), < 0l e || [Faz ], < mil7l

Dém : Ona Yhe &E(I) ‘(/Jf)(h)‘ = [f(he1)| < | FlsI1he Lk

=Wl 130l s done [ Faye B e | [ Fav ] < 19117

3.9. Théoreme : |W(I)@W(J) Cc W(K)|.

Dém
Soient fi e W(I)T et foe W(J)" ; soit M € IRT tel que fi <M et fo <M ;
solent € >0 et g€ M(K)" ; soient g1, hy € PR(I) telsque 0 < g1 < fi < hy <M
et (/ ﬂ) (h1 —g1) < e; de méme soient gy, ho € PR(J) tels que
J

0< g < fo<hy <M et (/ﬂ)(hg—gg)ge; alors on a

I

91®QQEPR(K>, h1®h2€PR<K) et g1®g2§f1®f2§h1®h2,
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de plus on peut écrire
fi(hi®hs —g1®g2) = i(hi®hs — g1 ®ha + g1 @hs — g1 @ go)
= ﬁ[(h1—91)®h2+91®(h2—92)} < ﬁ[(h1—91)®M+M®(h2—92)]

< M[([}ﬁ)(hl_gl>+ (/1'&>(h2_92)] < 2eM ; donc f;® fo e W(K).

Le cas général s’obtient en raisonnant sur les parties positives et négatives de f; et fs.

§ 4. Produit tensoriel de pseudo-mesures

4.1. Définition : On pose Ve PM() VoePMQJ) Vfe &) Vge EQ)

(p2v)(feg)=p(f)v(g) |

Comme E(I)® E(J) = E(K), cette relation permet par linéarité de faire agir i ® v

sur £(K) ; on en conclut immédiatement que 'ona | g ®@ v € PM(K) |.

Notation : Soient V un sous-espace de PM(I) et W un sous-espace de PM (J);

on note | V® W | le sous-espace vectoriel de PM (K) engendré par les éléments

de la forme f® v avec p €V et v € W.

On peut donc écrire | PM(I) @ PM(J) € PM(K) |.

4.2.% Théoreme : Ona Y[, fi1, jis € PM(I) Vv, 0y, 0y € PM(J)
1) in®@U+flo®@0 = (fiy+ fi2) @V
2) AR +AQ Vs =[® (V1 + )

) VAER AN)@i=f0\D)=A(A®7D).

4.3.% Théoreme : Vi1, fio € PM(D)T Viy, 0y € PM(J)T ona

(/11§/12 et 171§52) = QU1 < fla®@Ug |

4.4. Théoreme : Ve PM(I) Ve PM(J) ona

A

ljpev|=|plelv] et |pevl.=Iapllvl|
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Dém : Toute fonction h € £(K) peut s’écrire h =) a;;p;q; ou p; est la fonction
1%
caractéristique d’un intervalle C I et ot ¢; est la fonction caractéristique d'un intervalle

C J; on peut supposer de plus Vi#j p;p; =0 et ¢;q; =0; on adeslors :
VheEK) [(aov)(h)|= }(ﬂ®5)(i2j aijpids)| = |% aij fi(pi) 7 (q5)|

< %: iz | [ (pa) | |7 ()] < %: |ais| 1l (po) 171 (g5) = (lEI® |7]) (A1) 5

on en déduit |p@7v| < |p|®|7|.

Par ailleurs soit € >0 ; soit p€ E(I) tel que ||p|| <1 et ||ialls < ia(p)+e;
de méme soit g € E(J) tel que [[p|| <1 et ||7|. < ji(q)+e; ona ||pgl <1,
done [p@ 7|l = (Rev)(p®q) = i(p) ¥ (0) = (Il —<) (7). —¢)

> || Al |7]l« = € (|| &]l« + |7]l+) ; comme € est arbitraire on obtient

@l = Al

Posons X = || @ || —|p®@v| € PM(K)"; onadonc [[X|.=Xx(11® L)

= (Jal@ 7)) (Lhely) - |Aev| (i@ ;) = [ (1) 7] (1) = [|E® 7|

= lallzll =lpe vl <05 done [[X[L =0, ca-d [[a@ 7| = Al ],

et donc aussi Y =0, c-a-d |p@rv|=|p|®|7].

4.5. Théoreme : | M(I)@ M(J) € M(K)|.

Dém : Ona Vuel lim |f@§]|(Ljuaxa) = lim (|F]®[3]) (1ju,a® L)

a—u a—Uu

= lim_|f|(1}ua))]3](1y) = 0.

a—ut

4.6. Théoreme : | L' (D)@ L'Y(J) € LYK)| et VfeL'(I) VgeL'(J) ona

IF2gl, =71 g |-

Dém : Soit f, € E(I) tel que fo S f et gn € E(J) tel que Gn =37
alorsona VnelN an®§n—f®§H*=an®§n—fn®§+fn®f]—f®§”*
<|lfw@ @ =)l + 1= Degl, = £l 5. - gll, + 1 7. = £l 13l

donc f,®jgn = f®§ et f®§eLYK).

4.7. Théoreme : | L2() @ £2(J) € L2(K)| et ¥V fe L£2(I) V§e L£2(]) ona

IF2gll, = 171,14l |
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Dém : Soit f, € E() telque f, > f et gn€EJ) tel que g =
on sait déja que f, ® Gn — f®§ € LYK) ; de plusona Vm, n €N
[ fn ®@Gm = Fn @ Gnlly = | fon @ G = fon @ Gn+ e @ G = Fu @ G ||
<N ®@Gm=aa) |, + | (= ) ©Gally = 172 ©@Gm—30)* 11 + | (= Ju)*®32 Iy
= | 2l 1@ = a0)? |y + 1 (Fon = ) [l 1921
= 1 F 15 1 Gm = Gull3+ [ o = Full5 1013
donc f, ® g, est une suite de Cauchy dans £2(K), donc f, ® jn = f®§ € L2(K) :

par ailleurs on a. || f @ |, = [ F2@ g, = [ £l a2[l, = 171, 1912

4.8.* Théoreme : V f, g€ £2(1) Vh, ke L£*(J) ona

(feg) (heok) = (fh)o(Gk) |

4.9. Théoreme : | BO)@BJ) c B(K)| et VfeB(I) VieB(J) ona

17 @glls = 115 Igs |

Dém : Ona |f|<|flly et |31 <lgls, donc |fog|=|f|®gl <[ flslils,
done || f@d ||, < || Fll5 131l ; par ailleurs soit &> 0 ; soit p € £(I) tel que |[p|l, < 1
et f(p)>||f]l;—e; demeémesoit g€ E(J) tel que [[gy <1 et f(g)>|gle—¢:
ona [[p@qli=lpllillai <1 et (F@3)(p2q) = f(p)jlq)
> [ fllsllgle—e ([Flls+13ls) s done [ Foilly = [ Fllslals =< (IFls+13ls) ;

done || F@glly > [ Flls 115lls-

§ 5. Points de Lebesgue

Soit I un intervalle compact de IR. Quelle signification donner & f (x +u) quand
fe Y1) ? Si f estla limite en norme || ||; de la suite f, € £(I), il semble naturel

de définir f(z +u) comme la limite en norme || ||; de la suite f,(z 4 u).

5.1. Théoréme : Soit f e £'(I) et soit une suite f, € E(I) telle que f, N f
on convient de prolonger f et fn par 0 en dehors de I; alors f,(z + u) converge en
norme || |[; sur Ix IR vers une fonctionnelle f(z +u) € L' (I xIR), indépendante de

la suite particuliere f,, .
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Dém : Ona Vp>n / | folz+u)— fu(zr+u)| de du
IxIR

- [ 156+ 0 -+ ala] do= [ [156) - nw)]d] bz

= |I| | f, — fall1 ; donc f,(z+u) est bien une suite de Cauchy pour la norme || ||;
sur I x IR, dont nous noterons la limite f (x +u). On démontre de facon analogue que

cette limite est effectivement indépendante de la suite particuliere f,, .

Attention ! f(x 4+ u) n’est pas une fonction des

4

‘variables” x et u, mais bien une
fonctionnelle agissant sur £p (I X IR) ; la meilleure fagon d’interpréter les symboles x et
u revient donc a les considérer comme des variables potentielles d’intégration .

Il en va de méme pour lexpression f (), dépourvue d’intégration explicite sur =z,
(écriture que nous avons soigneusement évitée jusqu’a présent) : dans ce qui suit f(z)

représente en réalité la fonctionnelle f® L, elle aussi définie sur & (I X IR).

5.2. Définition : Soit feﬁl(l); onpose Vs,t>0

- 1

L) = 7 [ |Farn) = fe)] du |

(s+1) U, ,(f) n’est rien d’autre que la fonctionnelle marginale sur I de ‘f(x +u) — f(z) |

restreint & Ix [—s, ¢]; en conséquence Vs,t>0 W, ,(f)e LYI).

5.3. Théoreme : Soit f e £Y(I); alors | W, ,(f) 2 0| quand s+t — 0.

Dém : Soit € >0 et soit g€ E(I) tel que “f—g“1§62; alorsona Vs,t>0

Bl < [ 14— glo+)] du

t s [lot 0 - 9@l dut |70 -9
= [ st du+ o [0 -g@]du+ |-
donc {{f]s,t(f) > 6} < {sit /::t\f(U)—g(UH du > %}

+{ [lorw-g@lau> 5+ {1700 > 5}

On continue ensuite comme au Théoreme X 4.4
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5.4.*% Corollaire :

Soit fEEl(I); alors / |f (x 4 u) ’du P2 0| quand ¢t —0.

Ce corollaire correspond a ’affirmation classique de 'existence des “points de

Lebesgue” presque partout sur I.

§ 6. Théoreme de Fubini

6.1. Théoréme de projection (voir notation au Théoreme XIII B.)

Soit fe E(K); alors Va, el | f(xo,x) € E() .

Idem en remplacant & par C, R, PR ou W

Dém : Le théoreme est évident pour £, C, R, PR . Démontrons-le pour W.
Soient £ >0, z,€l, ve M (J); soient g, h € PR(K) telles que
g<f<h et (0, ®p)(h—g)<e;ona g(z,,*) €PR(J), h(xz,,*) € PR(J)
et g(zo, x) < f(zo, *) < h(xo, %) ; de plus grace au théoreme de Fubini dans PR (K)
(que nous démontrons plus loin) on peut écrire

U h(zo, %) —g(xo,%)] = (8., @) (h—g) < e; done f(zo, x) € W(J).

6.2. Théoreme de transfert

Soient f € E(K) et € M(J); onpose Vel

F(z)=0][f(z,%)] :/Jf(:zf,y)ﬁ(y); alors | F e E(I)|.

Idem en remplacant & par C, R, PR ou W

Dém

a) fe€ &(K) : Evident.

b) fe€C(K) : Soit € >0 ; par compacité de K il existe n >0 tel que V1, 29 €1
Vyr,ys €J | f(x1,y1) — f(xa,y2)| < e; en particulier Va,,2,€1 Vye
| f(z1,y) — f(za,y)| < e; donc Vi, z9€1 ona

F(e) =P < [ |£@r0)= f@a )] 7)< 2 7]+ done Fecq).
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c) fe€R(K) : Soit une suite f, € £(K) telle que f, — f ;
posons VneIN Vz,e1 F, (xo):ﬁ[fn(xo,*)} cona Vo, €l

@) = Fule)| < [ 1) = fulaor )| 76) < 1 = 171
donc F, 3 F; or YVneIN F,c &), donc FeR().
d) fePR(K) : Soit une suite f, € E(K) telle que f, 2 f: on a en particulier
Vo, €l fu(zo, *) N f(zo, %), donc par le théoreme de Lebesgue sur J
Vo€l Fuleo) = [ fuloe) 70) = [ fuleoi) 7(0) = Flwo) s deplus ¥n € N
J J
NFull < |l full 7], done F, 2 Fior VnelN F, e E(), donc F € PR(I).
e) feW(XK) : Soient ¢ >0, g€ M (1), ve M*H(J); soient g, h € PR(K)
tellesque g< f<h et (p@v)(h—g)<e; posons YV, €l
G (o) =/ 9(xo,y) v (y) et H(x,) :/ h(zo,y) 7 (y) ;
J J
ona G,HePR(I) e¢ GKF<H,;
de plus grace au théoreme de Fubini dans PR (K) (que nous démontrons plus loin)
on peut écrire f(H—G)=(a®@7v)(h—g) <e; donc FeW(I).

Le théoreme est donc démontré pour tout v € M™*(J) ; soit alors v € M(J) ;

ona Va, €l F(x /f:co, /fxo, /fxo, (),

donc F e W(I).

6.3. Théoreme de Fubini

Soient f e W(K), pe M), 7€ M(J); alors on a

(A®D) //f:vy //f:vyﬁ 7(y) |-

Dém :
a) fe€ &K) : Evident.

b) fe€PR(K) : Soit une suite f, € E(K) telle que f, 2 f

par définition on a (p®v) (f) = hm [((A®@©)(fa)] ; or on peut écrire Vn € IN

(@) / /fn z,y) i(y) ; posons Vi, €l

F@JZLf@mwﬂw<%Vn€W&@JZLh@mwﬁwh
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ona FePR() et VneIN F, e &E(I); comme Vaz, el f,(xo,*) A f(xo, %),
le théoreme de Lebesgue sur J nous donne Vz, €1 F,(z,) — F(x,) ;

on en déduit £, 2 p ; le théoreme de Lebesgue sur I nous donne donc
(7)) = [ Fu@) @) > [ Fla)ia); onen dédui
I I
(7@ 7) (1) =t [(397)(f)] = [ F@)).
" I
c) feW(K) : Soient e M*(I) et v € MT(I); soit € >0
et soient g, h € PR(K) telsque g< f<h et (a®@v)(h—g)<ce;

on a ([L@D)(g):/l [/JQ(I,Z/)D(Q)][L@)

on en déduit (i 7)(g) < (7 7) (/) < (719 7) (h)
« (en@<[[f
deplus (1@ 7) (h) ~ (1@ 7) (g) < = :

done [ (oo ()= [ [ [ 1@niow]i@] < e

comme ¢ est arbitraire on en déduit (p®v)(f) = /I [ /Jf(x, y)v(y) | p(x).

Le cas général s’obtient en décomposant i et 7 en parties positives et négatives.

§ 7. Généralisation a IR?

Les deux théoremes suivants se déduisent facilement des théoremes correspondants

pour les rectangles.

A. Théoreme de Lebesgue sur IR?

Soit une suite f, € Wg(IR?) telle que f, 2orewg (IR?) ; alors Vi€ M*(IR?)

ona f,ji= ffi; en conséquence fi(f,) — fi(f).

170



B. Théoreme de Fubini sur IR?

Soient f € Wg(IR?) et i, 7 € M*(IR) ; alors /f(* ) et /f x,*) iz

R
appartiennent a Wg(IR) et on a

(A v)( //fxy //fxy 7(y) |-

C. Théoréme de Fubini sur IR? : Intégrales généralisées

Kk
Soit f € W(IR?) et supposons sup/ / | f(z,y)]dx dy < + o0
koJok -k

alors /f(*,y)dy et /f(x,*)dx appartiennent & £!'(IR) et on a
R R
//fxydydx—//fxyda:

kopk
Dém : Posons Vk € IN ak:/ / | f(z,y)| dz dy et soit o= sup ap < +00;
—kJ—k k

oo wezk o= [ [l aiarar [ [ oiaray
T
o TR N e
[ wataray+ [ [ sos
“f [ireotasay« [ [ )y

k
Par ailleurs posons Vk € IN Fj :/ f(x,y)dy € W(R) ;
—k

F}. est une fonction sommable ; en effet ona Vn >k

| 1m@lda= [

donc VkeIN HFkHl:sup/ | Fi(x)] do < a.

k n k
[rwo)dzay< [* [ 11 plaeay < an < a
—k _

nJ—k
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Montrons que la suite Fj converge sur IR en norme || ||y ; ona Vn>¢>k

/_:\Fz(:c) Fy(z |dx—/ /fxydy /fxydy‘dx

_/” /kf<x’y)dy+/kf(x,y)dy‘dx

/_n/_ a:yldxdy+/ /ﬁf(x’y)’dxdy
S/:/;”(I’y)ldﬁdy*'/Z/an(w,de:pdySan—akga_ak;

onen déduit V¢>k | Fy— Fi|1 = lim/ |Fy(z) — F(z)| de < a— ay.

Par conséquent la suite F} est de Cauchy dans L£'(IR) et converge vers une fonctionnelle

de LY(IR), que nous notons /f(*, y) dy .
R

k
De méme Vk e IN Gy = / f(x,%)dz € W(IR) est une fonction sommable, et la
—k

suite GGj. converge sur IR en norme || ||; vers /f(:v, x)dz € LY(IR).
R

Montrons que 1'on a / /fxy dy]dx—/[/f(x,y)dx}dy,
rRLJR

c-a-d l1m/Fk dx—hm/G,C

lilgn/]R [/_kf(x,y) dy} dr = lillcrn/]R [/_]I:f(a:,y)dx] dy

ca-dlim li§n/]i [/kf(x,y) dy} de = lim lim /j [/kf(a:,y)dx] dy

c-a-d hm llm/ f z,y)drdy = llm hm f x,y) dxdy.

—jJ—k

o

c-a-

Ona Vk>j ‘/ fxydxdy—//fxydxdy‘

1/ fxydxdy_//fxydxdy
_/_j/_;f@’y)d“f’dy—/_j/jkﬂx,y)dmyl

B ‘/_:/_jf“’y) da dy +/jk/_jf(:v,y) dz dy
[ e asay - [ [ aea
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< [ [rwwdcay+ [ 5@l dzay
[.] NS
+/_j/_:|f(x,y)\ d dy +/_j/jk|f<x,y>| dz dy
s/_kj/_ﬂf(x,yﬂdxdw/k/_ﬂf(x,y)\ iz dy
// a:y\da:dy—i—//[fxy)\dmdy—ak aj;

donc hmhm‘/ fxydxdy—//fxyda:dy <a—a=0.

§ 8. Généralisation a IR"

Tous les résultats de ce chapitre se généralisent

sans difficulté majeure aux espaces IR" (n > 2).

Récapitulatif : (les fleches simples représentent des inclusions)

W(IR") = Bro(IR") — L1 (R") = L1 (R") = M(IR") — PM(IR")

surj.

T T 1 i T 1
Wi (IR") > B(IR") L£*(IR") LY(R") — M*(R") — PM*(IR")
/ T NS

Wo (R") »—= LYIR") N B(IR") — LY(IR™) N L*(IR™)

173







CHAPITRE XVI

APPLICATIONS

Dérivation des primitives. Convolution. Transformée de Laplace. Théoreme de Titch-

marsh . Transformée de Fourier.

§ 1. Dérivation des primitives

1.1. Définition : Soit g€ M} (IR) ; onpose Vs>0 Vi>0 VzelR

1 B 1 a:+15
s+t ,u(]l[a:fs,ert]) = s+t /..

Oy (1) () =

1.2. Théoreme : Vi€ M} (IR) ona @, (1) € Cs(R) et ||, . (p)] <

Dém : Si F' est une primitivede g ona Vz e lR

O, (1) (x) = 1 [F(z+4t)— F(z—s)], donc @ ;(ji) est une fonction continue ;
s
1 T+t 1
[l < [ < —— |04
dephus VaeR |0, @] < == [ lil@) < — Il

1.3. Théoréme : Vi€ MpH(IR) ona &, (i) e LYR) et | || @y (@), < lil|-

Dém : || .. (i), = /\cbst 2| de < sitL[Ln[z_s,$+t](u)|ﬁ|<u)}d:c

or Vo,s,t€lR ona L,y o404 (w) = Lju—t,uts)(z), donc

Jowi@l < o [ [ tcwra@ o] inle = = [ [ ]I
= [ 1al@) = Nl

1.4.* Théoreme : Ve M) (IR) ona /@s,t(ﬂ)(x)dx:/ﬂ
R

R

1.5. Théoreme : ¥V f€Cp(IR) ona |®,.(f)] <IfI;

de plus @, ,(f) — f uniformément sur tout compact quand s+t — 0.
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1 x+t
Dém : Ona VzelR |®,,(f)(z)] < SH/ 1fl(w) du < || f] ;

r—S
d’autre part soit [a,b] un intervalle compact de IR et soit € > 0 ;

comme f est uniformément continue dans [a,b], il existe o > 0 tel que

Vu,vela,b] [|u—v|§a = |f(u)—f(v)|§6] ; onadonc Vs, t<a
Ve la,b] !(Ds,t(f)(x)—f(g;)‘:)/Ol[f[g;jt(sjtt)u—s]—f(x)}du‘

S/; ’f[m_{_(s—{—t)u—s] —f(:v)‘du <e.

1.6. Théoreme : ¥V fe LYIR) ona &, ,(f) 5 f quand s+t —0.

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires @, ,— 1 : L}(IR) — L} (IR).

1.7. Théoréeme : Vf'eﬁz(]R) ona @, ,(f) if quand s+t — 0.

Dém : Analogue a la précédente.

1.8. Lemme : Vf€&p(R) ona ||®,,(f)| <|If]; deplus, si z € IR est un point
de continuité de f ona @4 ,(f)(x) = f(zr) quand s+t —0.

Dém : 1l suffit de faire un dessin !

1.9. Théoreme : Vjie M} (IR) ona & ,(f1) 4 i quand s+t — 0.

Dém : Comme Vs,t>0 ona HCI’S,t(ﬂ) ”1 < || &|l% , il suffit de montrer que

Vhe&p(R) /]Rq)s’t(ﬂ)(x)h(a:)dx —>/]Rh(u)/](u) quand s+t —0.
On a A@S,t(g)<x)h(x)dx - Sit/R[/]Rn[xS,M](u)|g|(u)]h(x)da;

— s—li—t/]R[/R]l[Ut’Hs](x)h(aj) dx]/](u) :/;{@57t(h)(u)/](u);

or @, (k) 5 &, donc /R@s,t(,;) (@) ha) dz = [ W) (o).
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§ 2. Convolution sur IR

2.1. Lemme : Soit f € E(IR) ; posons F : R =R : (r,s)— f(r+s);
alors on a F € PRp(IR?).

Dém : 1l suffit de faire un dessin.

2.2. Définition : La convolée de i, 7 € M*(IR) est définie par

pxv : Eo(R) - R f»—>/ fr—i—s a(r)yo(s) |.

2.3. Théoreme : Vi, 7 € M*(IR) ona fpxv e M*(IR) et |[a*v|« <|als|7]sx-

Déw : Ona VheoR) |Gixo)(0)] < nll [ 1710 1716) = Il 171 el
done i+ € PM(R) et ||+ 7]l < [Iill 7.
Montrons que fix7 € M(IR) ; soit « € IR ; posons Ve #0 g.= Lja avyel;
fixons s € IR et posons h. : IR—=IR : r=g.(r+s); ona h. = Ijqa s a-stel;

donc h. >0 quand ¢ —0; deplus Ye#0 |h =1; donc ¥Ys€IR ona
k. (s) —/gg(r—l—s)ﬂ(r) —/he(r)ﬂ(r)—>0 quand € — 0; deplus Ve #0
R R
ona (k] < [l done [ ki(s)7(s) = (77 (g) 0 quand <=0
R

donc pxv € M(IR).

2.4.% Théoreme : Vi, v € M*(IR) ona (a*xv)(1)= a(l)w(1); de plus
sio g, veM(IR)T, alors gxv e M*(IR)" et [[axvls =7l

2.5. Théoreme : (M*(IR), %) est une algebre de Banach associative, commutative et

unitaire. £'(IR) est une sous-algebre de Banach de M*(IR).

Dém : Classique.

2.6. Théoreme : Vi, e M*(IR) VfePRg(IR) ona

/fr—i—s () i (s) |.
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Dém : Soit f, € Eo(IR?) avec f, = [ onadonc (fix7)(f,) = (f*7)(f);
posons F(r,s)=f(r+s) et VneIN F,(r,s)= fo(r+s); ona
VneN F, e PRs(IR?) et F, > F, donc F € Wg(IR?)
et (@) (F) = (@) (F); orona ¥Yn €N (ix0)(fa) = (i@ ) (F,),

done (a*x0)(f)=(p®v)(F) quand n — + 0o.

2.7. Théoreme : Vi, v e M*(IR) VfeWs(IR) ona

(ﬂ*ﬁ)(f)z/ Firts) i) 5(s) |.

RQ

Dém : Par linarité on peut supposer i, v € M*(IR)*, donc g+ € M*(IR)*
et p®@ve M (IR)T. Soit € >0 etsoient g, h € PRg(IR) tels que g < f<h

et (i*xv)(h—g)<e. Posons G(r,s)=g(r+s) et H(r,s)=h(r+s).

Ona (axv)(g)=(povr)(G) < (aev)(F)<(pev)(H)= (a*xv)(h)

§ 3. Convolution sur IR*

(Démonstrations analogues a celles du paragraphe précédent.)

3.1. Lemme : Soit f € & (IRY); posons F : (RT)? - 1R : (r,s)— f(r+s);
alorson a F € PRo[(IRT)?].

3.2. Définition : La convolée de i, 7 € M(IRT) est définie par

paxv : Eo(RT) - R f»—>//fr—|—s r)v(s) |.

3.3. Théoreme : Vi, v € M(IRT) ona pxve M(IRT).

3.4. Théoreme :

Vi, ve MY(RT) ona pxveM(RT) et [axvl<I[al|7]..
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3.5. Théoreme : Vi, v e M*(IRT") ona (ax0)(1)= a(1)r(1); de plus

si fi, 7€ MY (IRT)T, alors kv e M(IRT)T et |[ax o= [lall (7]

3.6. Théoreme : (M(IRT), %) est une algebre de Banach associative commutative et

unitaire. M*(IRT) et L}(IR') sont des sous-algebres de Banach de M(IR™T).

3.7. Théoreme : YV, v e M(IRT) VfeWo(R") ona

n=Jf g oo

8 4. Transformée de Laplace

4.1. Définition :

Onpose H={z€C | Re(z) >0} ; soit € M*(IR"); on définit Vz € H

L i est la transformée de Laplace de fi.

4.2. Théoreme : L est une fonction analytique dans H ; de plus ||La| < |||l

Dém : On applique le théoréeme d’holomorphie.

4.3. Lemme :

Soit h € Co(IRT) et & >0 ; alors il existe un polynome P € IR[X] tel que

Vt>0 |h(t)—Ple )| <e|.

Dém : On définit la fonction &k : [0,1] - IR de la maniere suivante : k(0) = 0
et k(u) =h(-Inu) si 0<wu<1; lafonctionk étant continue sur [0, 1], il existe un
polynome P € IR[X] tel que Vu e [0,1] ‘k; P(u)‘ < £ ; en particulier on a
Vue] |h Inu) — P(u)| < e; onendéduit VteIRT }h(t) — P(e™") | <e.
4.4. Théoreme : Vi€ M*(IRT) ona [La=0 dans H & a=0].

Dém : Supposons Lji=0 dans H; alorsona VnéeIN e "' i(t) =0, donc

R+
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aussi V P € IR[X] / P(e ") fi(t) = 0; en vertu du lemme précédent on en déduit
Rt

¥ h € Co(IRY) /h(t)ﬂ(t)zo, caed ji= 0.

R+

4.5. Théoreme : Vi, v € M*(IRT) ona |L(gxv)=(La)(Lp)|

Dém : Ona Vzc€H

L(a+9)() = | /(Rf)j(rJrs)ﬂ(T)ﬁ(S) = [T [ e = i) @),

§ 5. Théoreme de Titchmarsh

5.1. Théoreme de Titchmarsh dans M*(IR*)

Vi,7eM(RY) ona |ixp=04 (i=0 ou 5:0)]

Dém : Supposons fix7 = 0; onen déduit (La)(Lo)=0; L et Lo sont des
fonctions analytiques dans H ; supposons L # 0 ; alors les zéros de L i sont isolés ;

donc les zéros de L7 sont denses, donc Ly =0, donc 7 = 0.

5.2. Définition : Va >0 onpose |Y, = Lig,4| € Eo(IRT) ;

Viie M(IRT) onpose |fia =Y, .fi| € M*(IRT).

5.3. Lemme : Vi€ M*(IRT) Va>0 ona

[/ e*@=Y i(t) borné dans H| = ji, = 0.
0

Dém :
Posons Vze C G (z) —/ e*(@=Y [i(t) et supposons G borné dans H ; G est par
0

ailleurs borné dans € — H ; or G est anlytique dans €, donc G =0 dans C.
On en déduit VneIN G™(0) = / (a—t)"f(t)=10, donc VP € R[X]
0

/OaP(t)/fL(t) =0, donc aussi YheC([0,a],R) /Oah(t)ﬁ(t): 0,

donc fi=0 sur [0,a].
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5.4. Théoreme : Vjie M*(IR") Va>0 ona
[eaz (L) (2z) borné dans H] & i, =0.
Dém :

o0

a) < : Ona e*(Lf)(2) :/ e *=9) [ (t) qui est bien borné sur H.

oo

b) = : Ona VzeH / ez<at>g(t):eaZ(Lg)(z)—/ e==t=0) (1)
0 a

qui est borné dans H, donc fpi, = 0.
5.5. Lemme :
Soit i€ M(IRT) tel que fixj=0 etsoit a>0; alors (fig*fia)a=0.

Dém : On a Vheg([O,a],IR)

(fra* fia) // (r+8) fial // (r+s) fi(r) fi(s)
// (r+ 5) fi(r) fi(s) = (i i) () = 0.

5.6. Théoreme : Vi€ M(IRT) ona [fi* = p=0].

=
Il
(@)

Dém : Soit a > 0; alors (fig*jia)a =0, donc e**L(fig*fiq) = e**[L(fi4)]?
= [e**/?L(fi4)]* est borné dans H, donc également e®*/?L(ji,) ; donc (fig)ae =0,
c-a-d fjiqp = 0; comme a est arbitraire, g = 0.

5.7. Lemme : Soient fi,r € M(IRT) telsque fgxv =0; alors (ti)*v=0.

Dém : On a Vhego RT, IR)

0=(axv)| // (r+s)h(r+s)ip(r)v(s)

// (r4s)rp(r // (r+s) v(s)=[(ta) «v+ pxto)](h);

posons f'=tp et v =tv;ona g xv+pxv’ =0, donc

0= (@' *«0)x (@'« +a*x0')= (@' «0)« (i’ *0), donc ' *xv =0.

5.8. Théoreme :
Soient fi, 7 € M(IRY) telsque fx0=0; alors Vi,jeIN (t'f)«(t/0)=0.
Dém : On fait une récurrence sur ¢ et j.
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5.9. Lemme :

Soient fi, v € M(IR") telsque x> =0; soit a >0 et soit T, le triangle dont les
sommets sont (0,0),(a,0),(0,a); alors VP e R[X,Y] ona (a®v)(1ly,.P)=0.

Dém : (i@ 7) // L+ 8) P(rys) fi(r) 7 (s)
_Za”/ / W(rts)rist [L(T)ﬁ(s):;am(tiﬂ*tjﬂ) (Y.) = 0.

5.10. Théoreme de Titchmarsh dans M(IRT)

Vi, v e M(IRT) ona |pxv=0< (=0 ou 17:0)}.

Dém : On suppose x> =0. Soit g € Co(IRTx IRT, IR) et choisissons a > 0 tel
que g = 0 en dehors du triangle T, ; soit € > 0 ; d’apres le théoreme de Weierstrass
pour un compact du plan, il existe un polynome P € IR[X,Y]| tel que ||g—P| < e
dans T, ; on peut des lors écrire | (a®7) (g9)| =|(a®v) (11,.9)| < |(A®D) (1r,.P)]
+|(a®p)[1r,.(9— P)]| < e|i®p|(Ly,); comme e est arbitraire, on a
(f®@70)(g)=0; onendéduit f@v =0, donc g=0 ou v=0.

8 6. Transformée réelle de Fourier

6.1. Définition : Soit i€ M*(IR); on pose Vz e IR

(t)

=

>
=
&
Il
T
@)
o
n
=
Nt
=

(1) et (Ba) (z) = /]R sin (x t)

A i et Bji s’appellent la transformée cosinusoidale et la transformée sinusoidale de ji.

Notation :

On note CY(IR) Talgebre des fonctions IR — IR bornées uniformément continues.
6.2.* Théoreme : (CH(IR), || ||) est une algébre de Riesz-Banach.

6.3. Théoreme : Vi€ M*(IR) on a
1) ApeCl(R) et BpueCH(IR)

2) ARl <Al et IBA< Al
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3) A est une fonction paire et B est une fonction impaire

4) (p impaire = Ag=0) et (f paire = Bip=0).

Dém : Le reste étant trivial, montrons que A i et B /i sont uniformément continues.

Soit € >0 etsoit N >0 telque/ |i(t) <e; ona Yu,velR
lt| >N

[ cos (ut)—cos (vt)] () ‘

(AR =0 )] =] [ [coswt)=cos 0] )+

It| >N

N
<fu=ol [ JHlla@]+2¢;
-N

————
K

on en déduit [|u—v| <e/K = [(AR)(u) — (AR)(v)| < 35].

Notation : On note Rg)(IR) I’algebre des fonctions IR — IR a support borné et a

dérivée seconde réglée.

6.4. Théoreme : Soit f € Rg)(IR) ;alorsona Afe LY(IR)NL*R),

Bfe L{(MR)NL*>IR) et |(A2+B?)f=2nf|.

Dém : Ona VzelR (Af)(z ):/cos(xt)f()d donc Vo #0

(Af)(x):—i/]Rsm(xt) = —/cos (xt) f"(t) dt ; on en déduit
1
el <1 [AN @< flh etsi 221 [(Af) @) < — 1]

donc Af € LY(IR)NL*(R) ; idem pour Bf; A%+ B? est donc bien défini sur R%(IR).

Ona VzelR [(A’+B?)f](x)

:/Rcos(xu)[/Rcos(ut)f(t) t] du +/]Rsin(xu)[/]Rsin(ut)f(t) t] du
:/}R[/]R[cos(asu)cos(ut) + sin(zu)sin (ut)] f(2) dt] du.

:/R[/Rcos[u(t—x)]fmdt] /w[/]Rc u(t = )] £(t) dt] du

Fixons x € IR et posons Vu>0 & (u /cos t—:z: f(t) dt ;
R
soit M >0 tel que []t\>M:>f() }

ona & (u) :/Mcos[u(t—x)}f(t) dt, donc Vu>0

B (u) = —1/_ sin[u(t— )] f/(6) dt = = [ sin? [u(t —2)/2] £7(t) dt

u u?
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posons Yu >0 Vte|[-M,M] H(u,t)= sin® [u(t —2)/2] ;

Vue]0,1] Vte|[-M,M] ona OgH(u,t)gi(t—xﬁ car Ya € IR |sinal| <|al,
1

donc OgH(u,t)§§(M+|x|)2;deméme Vu>1 Vte[-M,M] ona

0<H(u,t) <2; donc H est borné dans IR} x [—-M, M].

On en déduit

o0

(e mr]w =2 [ewd=a [7[ [ nenroa] o

0 0 + u3/2

_ 4/_Z [/OOOH(u,t) %] £1(t) dt = 4/11 [/Ooo sin” [“(qj;“")m | £ty e

> sin?(au 0
or un résultat classique nous dit que Va € IR / (2 ) =35 lal ;
0 u

M 00
on a donc %[(A2+B2)f}(x):/M|t—a:|f”(t)dt:/; = x| F7(8) dt

x + 00 T + 00
:/ (x—1t) f"(t) dt +/ (t—x) f"(t) dt :/ () dt — f(@)dt =2 f(z).

T

6.5. Théoreme : Vfe RYR) ona |[|Af]|2+ |BfIZ=27|fI3].

Déw : /3= [ FP@yde= [ foyde =g [ [ @) ) da

= %/_z [/OOO{/_Mcos[u(t—x)]f(t) dt} du] f(z)dz

:%/_Z {/Ow{/_zsw [t —2)/2) £(0) dt } i—?]f(@m

Posons VYu>0 Vaxe|[-M,M]

M
K(u,z) = / sin® [u(t —x)/2] f(t) dt ;
—M
1 M
Vue]0,1] Yoe =M, M] ona |K(u,x)|§§/ (t— 2)2| f'(1)] dt
Y
<2MZ%|f"|l1; deméme Yu>1 Veze[-M,M] ona |K(u,z)|<2]f"|;

donc K est borné dans IRT x [-M, M].
L 2 (M > du
On en déduit || f]|2 = ;/_M [/0 K (u,z) m] f(x)dx
2 [ M du
) K e da]
oo M

_ %/0 [/_M{/_Zsm?[u(t—x)/ﬂf”(t) dt}f(x)dw]i—z
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_ %/Ooo[/_Z{/_Zcos [ult— )] f(t) dt } f(z) dz] du

/Ooo [ /M COS(Ut)f(t)dt/M cos (uz) f(x)da

M -M

3=

—|—/_Msin(ut)f(t)dt/Msin(ux)f(x)dx] du

M —-M

— [Tl @+ ®nrw]an= o= (IAFI + 1BS13).

T

6.6. Théoreme :
Soit f e L2(IR) ; soit f, € Rg)(IR) avec f, = f: alors Af, et Bf, convergent

dans £%(IR) vers une limite indépendante de la suite particuliere f, .

Dém : On applique le théoréeme précédent .

Notation provisoire : ¥ f € L2(IR) on pose

A'f =2lim (Af,) | € L2(R) et Bff:?liga(Bfn) c L2(IR).

6.7. Définition : Vh € CY(IR)NL*(IR) on pose |hllu2= ||+ k2.

6.8. Théoreme : (CH(IR)NL*(IR), || [l4,2) est un espace de Riesz-Banach.

Dém : 1l suffit de montrer que C5(IR) N £L%(IR) est complet pour la norme || ||,.2 -
Soit f, € CY(IR) N L*(IR) une suite de Cauchy pour || ||,.2; comme || || < || |l..2 et
ll2 < Il llu.2, fn est aussi une suite de Cauchy pour || || et || ||z ; donc f, = g € CY(IR)
et fo>heLXIR). Soit k€ E(R); ona YneIN |f.(k)—gk)| < | fa—allllk:
et | fu(k) = h(k)] < [ fa = hlly I1Kll2 5 done fu(k) = g(k) et fu(k) = (k) ;

, . 7 Tou,2
onen déduit g="h et [[fo—glluz= /o —gll+fa—gll2 = 0, donc f = g.

6.9. Théoreme : V fe LY (R)NLAIR) ona A'f=Afe CY(R)NLYR)
et B'f=Bfe CY(R)NLAR).

Dém
Soit € > 0 ; soit N € IN* tel que / !f(t)‘altgE et f(t)thSE,
1> N 2 11> N 2
2 N g2
soit g € Rg)(IR) nulle en dehors de [—N, N] telle que / |f—gl?dt < SN
-N
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N
5 € €

on a donc —qgldt< V2N = —
/—N‘f g} - V8N 2

N
on en déduit ||f_gH1:/ \f_g|dt+/ F@)]dt < e
-N [t|>N
N N 2 2
et Hf—9||§=/ \f—g|2dt+ f(t)th§5_+5_§€2;
-N |[t| >N 8 2

donc |[f =gl <e.

On peut donc construire une suite g¢,, € R(OQ)(]R) telle que g, EN f et g, EN f ;

onadonc Ag, > Af et AgniA’f; donc Af=A'f.

Notation définitive : ¥ f € L2(IR) on peut donc poser Af = A'f et Bf=B'f.

6.10.* Théoreme : V f e L2(IR) on a HAfH; + HBsz = 27erHz .

6.11. Corollaire : ||[Afl2=||Bll2=+v27.

Dém : Si f e L£2(IR) est paire on a Bf = 0, donc ||AfH; = 27T||fH;

6.12. Définition : On pose | T = A+ B |; c’est un endomorphisme de £3(IR) ;

Ve L*(IR) on appelle T f la transformée réelle de Fourier de f.

6.13.* Théoreme : 1) ¥V fe L2R) || TF|,=v2~ |fl,

2) [AB=BA=0]|

3) | T2= A24+B2=2rx1].

6.14.* Théoreme : A, B, T sont des endomorphismes symétriques de L£*(IR).

6.15. Définition : | T= A + B | est aussi un morphisme linéaire M*(IR) — CY(IR) ;

T/ est la transformée réelle de Fourier de ji.

On a donc Vi€ M*(R) | (Th)(x) :/]R[cos(xt)jLsin(xt)]ﬂ(t) .
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6.16. Théoreme : Soient i, 7 € M*(IR) ; alors on a

fAD)=0(AR) fi(Bv)=v(Bp) p(To)=v(Th) |

Dém : Comme Afi,Bj ... € CJ(IR), les expressions ci-dessus ont un sens ; les

égalités résultent d’une interversion des signes intégraux.

6.17. Théoreme : Soient 1€ M°*(IR) et f € Rg)(]R) ; alors on a

(A, Af) + (Ba,Bf)y=2ma(f)| e |(Ap,Bf)y=(Ba,Af)=0]|.

Dém :

1) 27 ji(f) = i [(A2+ B2 f] = i[A(Af)
(

2) Afi est paire et Bf est impaire, donc (Aj,Bf) =0.

6.18.* Corollaire : Vi€ M*(IR) ona [(Ai=0 et Ba=0) < p=0].

6.19.* Théoreme : Vie M*(R) VfeRY(R) ona |{(Tj,Tf)y=2mp(f)]|.

6.20.* Corollaire : Vi€ M*(R) ona [Ta=0 & f

Il
o
—

§ 7. Transformée complexe de Fourier

On est amené a utiliser des espaces de mesures et de fonctions a valeurs complexes ;

nous les noterons /T/l\'(IR) , ete...

; on a donc

7.1. Définition : On pose ’Z:A+iB‘ et ’Z#:A—iB

VREMR) YoeR Z()(e) = [ i) et 2% (@) = [ e i)
R R
Z et Z% sont naturellement aussi définis en tant qu’opérateurs ,/C\Q(IR) — L2 (IR).

Z et Z7% sont les transformées complexes (directe et réciproque) de Fourier.

—

7.2.* Théoreme : Dans L2(IR) ona |ZZ#*=7Z#7 = 271]|.
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7.3. Lemme : Vz€ C ona /e”_tz/2 dt = V2w e /2
R

Dém : Posons Vz € € f(z) = / e*'= /2 4t ; envertu du théoreme d’holomorphie,
R

f est analytique dans C ; par ailleurs Vz € IR on a

/extt2/2 dt :/ 612/27(1;7@2/2 dt — 612/2/ ef(tf:v)Q/Q dt — 612/2/ 67t2/2 dt
R R R R

= V27 e®/2  done Vze@® f(z)= V27w e"/?

7.4. Théoréme : Z(e_XQ/Z) = A(e—X2/2) — 25 e X2 |

Dém :
1 , 1 A
A (e X2) (2) :/COS(ZL‘t)G_t2/2 dt = —/e””t_tQ/2 dt + —/e_”t_t2/2dt
R 2 Jr 2 Jw
= V27 e /2.

7.5. Définition : Vn € IN onpose |H,(X)=(=1)"eX/29m(e=X") |.

Les fonctions H,, sont les fonctions de Hermite ; elles sont égales aux polynomes de
—-X2/2

Hermite multipliés par e

7.6.% Théoreme : V¢ € IN Hsy, est une fonction paire et Hyyy 1 une fonction impaire.

7.7. Théoreme : VneIN ona |H,y=X.H,—H,)' |

Dém : X.H,—(H,)' = (=1)" X eX729m(e=X") — (=1)" X e X2 9" (e=X)

_(_1)n e)(2/2 an+1(€—X2) — (_1)n+1 eX2/2 8n+1(e—X2) — Hn+1-

7.8. Théoreme : VneIN ona |Z(H,) =i"Vv27 H,|.

Dém : Par récurrence sur n.

1) vrai pour n =0
2) supposons vrai pour n

3) démontrons vrai pour n+1 :

Z(Hoe) (0) = | ML (1) et d

R

H,p1(2) emdt:/

R

t Hppr (t) ™t dt —/

R
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_ —z'(/H (1) et dr)’ + m/]RHn e dt= — i [Z(H) ()] + iz Z(H,) ()

= i""'27 [z H, () (z)] = i"™ V27 Hpu ().

7.9.% Corollaire : V/€IN ona A(Hyy) = (=1)"vV27 Hyy

et B(Hgg_H) = (—l)e\/Qﬂ' HQ[J’_l.

7.10.* Corollaire : YVn€IN ona |T(H,) = (-1)["21y27 H,

§ 8. Inégalité de Jensen dans IR"

Théoreme : On se donne un convexe fermé A C IR™ (non vide et non réduit a

un point), une probabilité i sur A et une fonction ® : A — IR convexe, continue et

sommable pour i ; alors on a
of [ci0)] < [ @)
A A

Dém : Nous faisons la démonstration dans IR?, la généralisation étant évidente.

Supposons d’abord A borné. Considérons Vn € IN* le quadrillage canonique de
1

longueur — et soit S, la famille de parties de IR? formée des sommets, des arétes
n

ouvertes et des carrés ouverts du quadrillage.

Posons u:/xﬂ(x)G]RQ et VnelN* z,= Y zra(ANT) e IR?
A

Te S,

avec VT €S, zpe€T. Ona >, p(ANT)=1, donc z, € A

TESn
et O(z,) < > ®(zr)a(ANT). Comme la fonction z — z et la fonction P
TE S,
sont continues, les “séries de Riemann” Y z7 g (ANT) et > ®(xr) a(ANT)

Te S, TeSn

convergent respectivement vers wu = / x i(x) et / O (x) i(xr) quand n — + 00 ;
A

A
on en déduit ue A et @ (u) < / O (z) fi(z).

A
Supposons A non borné, on considere alors la suite A, = AN D, , ou D, estle disque

fermé, centré a l'origine, de rayon n. A, est un convexe compact et ona (J A, = A ;
n

1 1
on peut alors écrire Vn € IN <I>[~ /xﬂx]§~ /@xﬁx;ilsufﬁt
fi(An) Ja, ) fi(An) o) i)

n

ensuite de prendre la limite pour n — 4+ oo.
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