DEUXIEME PARTIE

Intégration sur IR

CHAPITRE XII

PSEUDO-MESURES, MESURES , FONCTIONNELLES SUR IR

Nous étendons a IR les concepts et les théoremes déja définis et démontrés sur [a,b].
La plupart des théoremes constituent des généralisations évidentes de résultats précédents

et leurs démonstrations sont laissées au lecteur.

8§ 0. Notations

A. Algébres de fonctions

E(IR) = algebre des fonctions IR — IR étagées (= localement étagées)

™

5 (IR) = algebre des fonctions IR — IR étagées bornées
(

Eo(IR) = algebre des fonctions IR — IR étagées a support borné

Idem pour C, R, PR.

W(IR) = algebre des fonctions IR — IR universelles (= localement universelles)
Wg(IR) = algebre des fonctions IR — IR universelles bornées
Wo(IR) = algebre des fonctions IR — IR universelles a support borné

F(IR) = algebre des fonctions IR — IR localement bornées
IR) = algebre des fonctions IR — IR bornées

(
(IR) = algebre des fonctions IR — IR bornées a support borné

Remarque : Toutes ces algebres sont des algebres de Riesz.

B. Normes, semi-normes, convergences.

v/ €Fp(R) onpose [|f|= sup |f(z)]

/
¥ J € Wo(RR) on pose ||fH1=/R!f(x)ldx et [1f]l2= [/Rf(m)de]”-
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On dit que f € W(IR) est sommable (ou intégrable) ssi

||f||1=SUP/ | f(z,y)] de < + oo |.

Si fe€W(R) est sommable, on note /f(x) dr = lim/ flx,y) dz |.
R n -n

Dans F(IR) on note f, — f ssi f, converge simplement (ou ponctuellement) vers f

sur IR, c-a-d ssi [Vee R f,(c) = f(o)|.

Dans Fg(IR) on note :

1) fa L f ssi f, converge simplement vers f sur IR et ssi la suite ||f,| est bornée;

c’est la convergence bornée.

2) fo— f ssi f, converge uniformément vers f sur IR, c-a-d ssi ||f, — f|| — 0.

C. Restriction d’une forme linéaire sur &p(IR).

Vk € IN* on pose I, =[—Fk,k]; soit h € E(I;); on identifie h et la fonction de
Eo(IR) égale a h dans Iy et a 0 dans IR—1Ij.

Soit f une forme linéaire sur £ (IR) ; on note fi la forme lindaire sur £(I;) définie

par f[k] EI) 2R : h— f(h) ; on appelle f[k] la restriction de f & Ij.

§ 1. Pseudo-mesures et mesures sur IR

1.1. Définition : Une pseudo-mesure sur IR est une forme linéaire f sur & (IR)

telle que |Vk € IN* fi € PM(Iy) |.

On note PM(IR) Despace vectoriel des pseudo-mesures sur IR.

1.2. Théoréme : Tout f e PM(IR) s’étend naturellement & Ro(IR).

1.3. Définition : ¥V f, j€ PM(IR) onpose |f<g§ ssi VkelIN* f[k]gg[k] .
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1.4. Définition : La suite f € PM(I}) est inductive ssi Yk € IN* f} est la restriction

de ka a I, cca-d ssi Vk e IN* <fk+1)[k] = fk Une suite inductive fk définit de

maniére naturelle un élément f de PM(IR), appelé limite inductive de fe et noté

f= L%'gm fel; onaalors VkeIN* f[k]ka-

1.5. Définition :

Soit f € PM(IR) ; alors la suite !f[k]| est inductive et on pose ‘f‘ = Lzl;m |f[k]| :

Notation : Vk € IN* onpose | Xi = 1;_p x| € Eo(R).

1.6. Définition :

Soient f € PM(IR) et g € R(IR) ; alors la suite (Xk9) fir) € PM(1}) est inductive ;

onpose |gf= L%m (Xk 9) f[k] € PM(IR).

1.7. Définition : f € PM(IR) est une mesure ssi |Vk € IN* f3 € M(I) |.

On note M (IR) l'espace vectoriel des mesures sur IR.
1.8. Théoréme : Tout f € M(IR) s'étend naturellement & Wy (IR).

1.9. Définition : Soient f € M(IR) et g € W(IR) ; alors la suite (Xk9) f[k] e M(Iy)

est inductive ; on pose | ¢ f = L%;m (Xk g) f[k} e M(IR).

1.10. Définition : f e M(IR) est une mesure diffuse ssi |Vece IR f(l{c}) =0/

On note Mp(IR) l'espace vectoriel des mesures diffuses sur IR.

1.11. Théoreme- Définition :

VfeW(R) laformelinéaire | {f} : Eo(R) = 1R : ¢ »—>/gfd:c est une mesure
R

appelée la mesure associée a f.

En particulier a la fonction constante | 1 = 1g € E(IR) | est associée la mesure

{1} : &(R) - 1R : ¢ r—>/ gdz |; cest la | mesure de Lebesgue |.
R
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Onnote W (IR) = {{f}| f € W(R)}; c’est un sous-espace de M (IR); on utilise

une notation analogue pour tous les sous-ensembles de W(IR).

Remarque : Nous verrons plus loin que V f € R la mesure {f} est de fait une
fonctionnelle localement bornée . Nous parlerons donc de {f} comme étant la

fonctionnelle associée a f, plutot que la mesure associée a f.

Dans la pratique on remplacera communément la notation {f} par la notation f.

1.12. Définition : f € PM(IR) est normée ssi HfH* = sup Hf[’f]H* <+ 0.
k

On note PM*(IR) = {f € PM(IR H f normee}
Me( —{fEM anormee} M4 ( —{feMD )anormée}.
1.13. Définition : f € M*(IR)* est une (mesure de) probabilité sur IR ssi HfH* =

On note P (IR) I'ensemble des mesures de probabilité sur IR et Pp(IR) 'ensemble des

mesures de probabilité diffuses sur IR.

1.14. Théoréme : | PM*(IR) est le N-dual de I'espace normé (Eo(IR), || ||) |-

1.15. Théoréeme de Riesz-Radon :

M:*(IR) est isométrique au N-dual de I'espace normé (Co(IR), || ||) |-

1.16. Définition : Convergence en norme || ||,

Y fo, fe PM*(R) onécrit f, = f (ou f=*lim fn) ssi an —fH* — 0.
1.17. Théoreme : M°*(IR) et MY (IR) sont des sous-espaces fermés de PM*(IR).

1.18. Théoreme de convergence monotone dans PM*(IR)

Soit f, € PM?*(IR) une suite monotone ; supposons qu’il existe M > 0 tel que Vn € IN
| full, < M ; alors f, converge en norme || ||, vers une pseudo-mesure f € PM*(IR) ;

on a donc aussi lim anH* = Hf”*
n
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1.19. Théoreme : Soit f € Fp(IR); alors f € PRp(IR) ss’il existe une suite
fn € Eo(IR) telle que f, S

1.20. Théoreme : Soit f € Fp(IR); alors f € Wg(IR) ssi

Vie M (R)T Ve>0 ilexiste g,h € PRg(IR) tels que ¢g< f<h et f(h—g)<e

1.21. Théoreme : M*(IR) et M3, (IR) sont des espaces de Riesz-Banach et des modules
de Riesz sur Wg(IR).

1.22. Théoreme : V fe M*(IR) Vg€ Wg(IR) la suite f(Xk g) est convergente.

Dém : Supposons d’abord f >0 et g>0; alors la suite X; g est positive et
croissante ; de plus Vk € IN* 0 < f(Xk g) < ||fH* llgll ; la suite f(Xk g) est donc
croissante et majorée, donc convergente. Pour f et g quelconques on a
F(Xng) = fFrXegt) = FF(Xng™) = F(Xng®) + F~ Xug™),

qui est donc aussi une suite convergente.

1.23. Définition : Onpose Vfe M*(IR) YgeWs(R) | f(g) = kginoof(xk q9) |-

1.24. Théoreme : V f € M*(R) Yge€ Ws(R) ona ’f(g)‘ngH*HgH

Notation intégrale : ¥ f € M*(IR) Yg & Wg(IR) on note

Ag<x>f<x>zégf:f<g> .

§ 2. Pseudo-mesures paires et impaires

2.1. Définition : f € PM(IR) est paire ssi Yh € Eo(IR) impaire ona f(h) =0 :;
fePM(R) est impaire ssi Vh e E(IR) paire ona f(h)=0.

2.2. Théoreme : On pose Vh e F(IR) h*® (x) = h(—z); alors f € PM(IR) est paire
(resp. impaire) ssi Vhe E(R) f(h*)=f ) [ resp. f(h®) = —f(h)]

Dém : Vhe&(R) ona h=3(h+h*)+1(h—h*); doncsi f est paire on a

Vhe E(R) f(h)= A[F(h) + F(h*)], donc F(h*)=F(h).
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Réciproquement soit f € PM(IR) tel que Y h e Eo(IR) f(h®)
soit h € Eo(IR) impaire ; alorsona h= 3 (h—h®), donc f(n)

f(h);
0

, donc f est paire.

§ 3. Fonctionnelles localement sommables sur IR

3.1. Définition : f € PM(IR) est une fonctionnelle localement sommable ssi

VkeIN* fug € L'(Ty) |

On note L{,.(IR) Pespace vectoriel des fonctionnelles localement sommables.

3.2. Théoreme : W (IR) C L} (R) et L] .(IR) est un module de Riesz sur W(IR).

Loc

3.3. Définition : f € £2,.(IR) est sommable (ou intégrable) ssi

Loc

£l = sup || Fpull, < + o0

On note L'(IR) lespace vectoriel des fonctionnelles sommables.

Notation intégrale : ¥ f € L'(IR) on note / flz)dz = f(1) (1=1R).
R

3.4. Définition : Convergence en norme || ||y

Y f,, fe LY(IR) on écrit fnif (ou leliénfn) ssi ||fn—f||1—>0.

3.5. Théoreme : L'(IR) est la fermeture de £o(IR) ou de Co(IR) dans M*(IR) ;

c’est un espace de Riesz-Banach.

3.6. Théoreme de convergence monotone dans L£(IR)

Soit fn € L'(IR) une suite monotone ; supposons qu'il existe M >0 tel que Vn € IN
| anl < M ; alors f, converge en norme || ||; vers une fonctionnelle f e £}(IR) ;

on a donc aussi lim anHl = Hle

3.7. Théoreme : Wy (R) C LY(IR) et L'(IR) est un module de Riesz sur Wg(IR).
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§ 4. Fonctionnelles localement hilbertiennes sur IR

4.1. Définition : f € PM(IR) est une fonctionnelle localement hilbertienne ssi

Vi eIN* fi € L£2(Iy) |.

On note L?

{.c(IR) T'espace vectoriel des fonctionnelles localement hilbertiennes.

4.2. Théoreme : L?

Loc

(R) € £L (R) et L2

Loc Loc

(IR) est un module de Riesz sur W (IR).

Sur £} .(IR) on définit le produit de deux éléments de la maniére suivante :

4.3. Définition : Soient f, g€ L3 (IR); lasuite fx g € £1(Ix) est inductive ;

Loc

on peut donc poser | f§ = L?i;m f[k] Gik] | € Ligo(IR).

4.4. Définition : f e £2,_(IR) est hilbertienne ssi HfH2 = sgp Hf[k]HQ <+ oo |

On note £?(IR) 'espace vectoriel des fonctionnelles hilbertiennes.

4.5. Théoreme : | L*(IR) est le N-dual de I'espace semi-normé (Eo(IR), || ||2) |.

4.6. Définition : Convergence en norme || |2

an,fe L%(IR) on écrit j:nﬁ)j: (ou f~:21171;nfn) ssi an—fH2—>O.

4.7.*% Théoreme de convergence monotone dans L2(IR)

Soit fn € L2(IR) une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
| anQ < M ; alors f, converge en norme || ||o vers une fonctionnelle f € £2(IR) ;

on a donc aussi lim anHQ = Hﬂ|2
4.8. Théoreme : V f e L2(IR) ona HfH; = Hf2H1
4.9. Théoreme : VY f, ge L2(IR) ona fjeLY(R) et Hngl < HfH2 lalls-

4.10. Théoréme : On définit le produit scalaire de deux éléments de £?(IR) en posant

Vi ger)R) |{(f, g)= (ff/)(]l)Z/]Rf?J dz |.

4.11.* Théoreme : V f e L%(IR) Vg€ Ro(IR) ona <f,g> =f(9) .
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4.12. Théoreme : (ﬁZ(IR), < , >) est un espace de Riesz-Hilbert.
4.13. Théoreme : &o(IR) et Co(IR) sont denses dans L2(IR).
4.14. Définition : V f e L£'(IR)N L2(IR) on pose HfH12 =171, + 17l

4.15. Théoreme : (LY(IR)NLATR), || |[1,2) est un espace de Riesz-Banach.

Dém : Il suffit de montrer que £'(IR) N L*(IR) est complet pour la norme || ||1.2.
Soit f, € LY(IR) N L2(IR) une suite de Cauchy pour || |12 ; comme | ||y < | |li.2 et
12 < Illi.2, fn estaussiune suite de Cauchy pour || || et || ||z ; donc f, Lge LY(R)
et fu > heLR). Soit k€& (R); ona Yne N |f,(k)—gk)| < ||f.—3gll, %]
et | fo(k)=h(k)] <[ fo=Rll, I Kll2; done fo(k) = G(k) et fo(k) = h(k); onen

déduit g=h ot |[fu=3l, o= Ifi =3l + 1 =3l, = 05 done fu =5 4.

§ 5. Fonctionnelles localement bornées sur IR

5.1. Définition :

fe PM(IR) est une fonctionnelle localement bornée ssi |V k € IN* f[k] e B(I;) |

On note Bro.(IR) 'algebre des fonctionnelles localement bornées.

5.2. Théoreme : Bro.(IR) C £ . (IR).

5.3. Théoréme : ‘ W (R) = Br..(IR) ‘ et Broc(IR) est une algebre de Riesz.

5.4. Théoreme : 1) Lf

Loc

(R) et L3

Loc

(IR) sont des modules de Riesz sur Bro.(IR).
2) Broc(IR) est un algébromodule de Riesz sur W(IR).

5.5. Définition :

Soient f € L1 . (IR) et § € Broc(IR) ; alors la suite JEW gk € L'(Iy) est inductive ;

onpose | f§= L%m f[k] Jik) | € L1 (IR).

5.6. Définition : f € Broc(IR) est bornée ssi HfHB = sup Hf[k]HB <400 |
k

On note B(IR) T'algebre des fonctionnelles bornées.
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5.7. Théoreme : | B(IR) est le N-dual de I'espace semi-normé (Eo(IR), || [[1) |-

5.8. Théoreme :

f € Bro.(IR) est une fonctionnelle bornée ss’il existe M > 0 tel que ! f ‘ < M.

5.9. Théoreme : V f, g€ B(R) ona |fgllz < [[fllzlldlle-

5.10. Théoreme : V f e B(R) Vg§e L'(IR) ona Hflel < HJFHBHf]Hl

5.11. Théoreme : | W (IR) = B(IR) | et B(IR) est une algebre de Riesz-Banach.

5.12. Théoreme : 1) L'(IR) et £*(IR) sont des modules de Riesz sur B(IR).
2) B(IR) est un algébromodule de Riesz sur Wg(IR).

5.13. Théoréme :
LYR)NB(R) € L2(R) etona Vfe L @®nBM) |Fls< 177,

5.14. Théoréme :

L’application | W(IR) — Bre.(IR) : f— {f}| est un algébromorphisme de Riesz.

5.15. Corollaire : | Vf,ge W(R) {fg}t={f}{9} =/ {9}]-

5.16. Définition :

Onnote Z(IR)={feWR) [[{f}=0} et Zz(R)={feWsR) | {f}=0};

Z(IR) [resp. Zp(IR)] est I'espace des fonctions universelles (resp. universelles bornées)

nulles presque partout .

5.17. Théoreme : Vfe Wg(IR) ona | fe Zg(IR) (i)/ |f|dm=0].
R

5.18. Théoréeme :

Z(IR) et Zg(IR) sont des sous-espaces cohérents et intégraux de W(IR);

de plus ce sont des idéaux respectivement de W(IR) et Wg(IR) ; enfin on a

Broc(R) = W(R)/Z(R) | et | B(IR) = W5(IR)/Zp(IR) |.
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§ 6. Fonctionnelles caractéristiques

6.1. Définition :

On note K(IR) l'ensemble des fonctionnelles caractéristiques ;

6.2. Théoreme :

fer? (IR) estune fonctionnelle caractéristique ssi

K(IR) est une partie fermée de L'(IR) et L*(IR).

ona K(IR

fP=7

) € B(R

).

Onpose EL(R) ={fec&R)| fP=r}={feRM) | f*=r}.
6.3. Théoreme : EL(IR) est dense dans K(IR).
6.4. Définition : ¥V f € PM(IR) la suite S(f[k]) € K(Ix) est inductive et on pose
support de f = S(f) = L%;m S(f[k]) € K(R).
6.5. Théoreme : ¥V fe £l (IR) ona [S(f):() & sz].
6.6. Théortme : ¥ f € PM(IR) on a [S(f)zo = nAm:o].
6.7. Définition : On note N (IR {fe/\/l H]l/\!f‘—O}
et N*(R)={feM*(R)|[LA|f]=0}.

N(IR) est 'espace vectoriel des mesures totalement singulieres .

6.8. Théoreme : N(IR) est un module de Riesz sur W (IR).

N*(IR) est un espace de Riesz-Banach et un module de Riesz sur Wg(IR).

6.9. Théoreme de Radon-Nikodym :

M(IR)

= Li.(R) @ N(R)

et | M*(R)=L' (R

Récapitulatif :

) @ N*(R

).

(les fleches simples représentent des inclusions)

W(IR) B— BLOC(IR) — ﬁ%oc(m) %ﬁioc(IR) - MD (IR) — M(IR)

surj.

Wo(R) b= £Y(R)N B(R) — £1(IR) N L2(IR)

T T 0 T T T
Ws(R) »=> B(IR) L(R)  LY(R) - MpH(IR) - M*(IR)
/! T N/
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CHAPITRE XIII

THEOREMES CLASSIQUES

Théoreme (de convergence bornée) de Lebesgue. Continuité, holomorphie d’une
intégrale dépendant d'un parametre. Théoreme de Dieudonné : inversion de l'ordre

d’intégration .

A. Théoréeme de Lebesgue sur IR (“Convergence bornée”)

Soit une suite f, € Wp(IR) telle que f, 2 fe Wg(IR) ; alors Ve M*(IR)

ona fuji— ffi; en conséquence fi(f,) — fi(f).

Dém : Généralisation élémentaire du théoreme de Lebesgue sur [a,b], la convergence

fine étant définie de maniére correspondante.

B. Théoréme de continuité

Notation : Soient A, B, C trois ensembles et soit une fonction f : AxB — C;

e YacA onpose f(a,x) : B—>C : b~ f(a,b)

e Vbe B onpose f(x,b) : A—>C : aw f(a,bd)

Enoncé : Soit 2 un espace topologique ; on note C(f2) l'algebre des fonctions

continues {2 — IR ; soit une fonction f: Q@xIR —=1IR telle que

1°) VweQ | fw,x) € Wp(R)| et 2°) VieR | f(x,t)e C(Q)|;

soit 1 € M*(IR) ; on pose Vw e G(w):/Rf(w,t)/](t) ;

alorsona |G eC(Q)].

Dém : Soit w e Q etsoit w, €Q, w, >w; onpose g =f(w,*) et VnelN

gn = f(wy,*x); ona gngg, donc fi(gn) = ii(9), cca-d G(w,) = G(w).
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C. Théoréme de Dieudonné (“Inversion de l'ordre d’intégration”)

Ce théoreme généralise un procédé utilisé dans Dieudonné [10], Tome 2, p. 126.

Enoncé : Soit une fonction f: R*= 1R telle que

1°) VseIR | f(s,*) € Wp(IR) | et 2°) VteR | f(x,t) € Rp(R) |;

soient 1 € M$% (IR) et 7€ M*(IR) ; on pose

1°) Vs e R G(s):/]Rf(s,t)D(t) et 2°) VtelR H(t):/]Rf(s,t),&(s) ;

alorsona 1°) |G € Rp(IR)| et |H e Wg(IR)

29) /Rc;(s)g(s) :/]RH(t)ﬂ(t), c-ad
//fstﬂ i(s //fstﬂ o

Dém : Soit so € IR; onpose Vt€IR ¢(t)= lim f(s,t); ona f(s,*)ﬁﬂp

S—So
quand s — s, , donc ¢ € Wg(IR) et G (s /fst )—>/g0(t)l/t
R
donc G a une limite & gauche en s, ; de méme G a une limite a droite en s, ,

donc G est réglée ; par ailleurs G est clairement bornée, donc G € Rp(IR).

Soit k€ IN*; Vne IN* Vre[0,n]] onpose a,,=—k+2kr/n,
et VneIN* Vre[[0,n—1] onchoisit ¢, , € [an,r, Gn ri1];
soit enfin ¢ € CV ([—k, k]) une primitive de fi sur [—k, k].

Vn € IN* Vit elR on construit les sommes de Riemann-Stieltjes

U (t) = 720 flenrs 1) [0(anr1) =6 (an )]
ona YVnelN ¥, e Wg(IR) et VtecR VU, —>/ f(s,t)in Hi (1),

donc Hp € Wi(IR) et / v, (t) v (t) —>/ Hy (t) 7(t) ; on a par ailleurs
R R
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n—
/ anr—‘rl anr /fcnra 77 )
R 0

z ¢an,,ﬁ+1>—¢<an,w>]%/ G (s) fils).

k
On peut donc écrire V k € IN* / / Hy (t . or Hj N

quand k£ — 4+ 00 ; donc H € Wg(IR) et /Hk ) v (t) —>/H(t)ﬂt
R

on en déduit /Rc;(s)g(s) :/]RH(t)D /

D. Théoreme d’holomorphie

Soit U un ouvert de € ; on note W (IR) l'algebre des fonctions universelles bornées

sur IR, d valeurs complexes, et H(U) 'algebre des fonctions holomorphes sur U ;

soit une fonction f: UxIR — € telle que

19 VzeU | f(z,%) e We(R)| et 2°) VtelR | f(x,t) e H(U)|;

soit 1€ M*(IR) ; onpose VzeU G(z):/ﬂ{f(z,t)ﬂ(t) ;

alorsona 1°) |G € H(U) et VzeU 81f(z,*)€)7V\B(IR)

2°) VzeU G’(z):/malf(z,t)ﬁ(t) :

Dém
1°) Soit v : I — U un contour a dérivée réglée, homotope a 0 ;
ona VtelR ]{ f(z,t)dz =10, cad / [v(s),t] v'(s) ds = 0;
2l I
), t

1 7'(s)

posons p : I xR = @ : (s,t) f[v(s

ona VtelR /p(s,t)ds:().
I

En appliquant le théoreme de Dieudonné a p on trouve
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[ [ [renas)ae = [[ [ venaw]is= [ 6]

= }I{ G (z) dz ; donc G est holomorphe dans U.
N

2°) Soit 2, € U et R >0 telque D(2,,R) CU; onpose Vt € IR ®(t) = 91 f(20,1) ;

onadonc VtelR

1 f(z,t) 1 2m : iy
b (t) = — LN oy = —— . R Zs,t is 4 ’
)= 5 7{0(%,1:0 (z— 202"~ 22R J, flao+ Re® t) e ds

posons ¢ : [0,27] x R — @ : (s,t)— f(zo+ Re™, t)e ™ ; ona VieR

1 27
= — t) ds.
- Oq(s,) s

@ (1)

En appliquant le théoreme de Dieudonné a ¢ on trouve ¢ € Wg (IR) et

1 27
() jlt) = —— T
Jowat) =5z [ ] [ atsnaw]as
1 o 1S —18 _ 1 G(’Z) _ /
— ﬁ/o G(ZO+R€ )6 dS = 2_’/'(Z S o) m dZ = G (Zo).
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CHAPITRE XIV

CONVERGENCE FAIBLE ET CONVERGENCE FIDELE

Nous définissons deux types de convergence faible pour les mesures normées : la

convergence faible proprement dite (sur les fonctions bornées continues) et la convergence

fidéle (sur les fonctions bornées réglées) .

1. Définition : Soient fi,,, i € M*(IR); fi, converge faiblement (resp. fidelement)

vers fi ssi Vg €Cp(IR) [resp. Vg€ Rp(IR)] ona | fin(g9) — fi(g) |-

Notation : fi, — ji ssi [i, converge faiblement vers ji.

n A ssi i, converge fidelement vers fi.

=
=

On a évidemment ji, R o= fin ~ i

2.* Théoreme : Vji,, € M*(IR) ona [Lniul#ﬂngﬂ :

3. Théoréme : Soient fi,,ji € M*(IR), fi, — i ; alors la suite ||ji,|l. est bornée

ctona | [l < T [l

Dém : Cp(IR) étant un espace de Banach, il suffit d’appliquer le théoreme de la

borne uniforme (“uniform boundedness theorem”).

4. Théoreme : Soient fi,, i € M*(IR) ; alors [, 4 [ ssi lasuite || fi,|« est bornée
et Vge&p(R) finlg) = f1(9).
Dém
a) = : Trivial.
b) < : Soit M >0 tel que VneIN |[f,]« <M ; soit g€ Rp(RR) ;
soit € >0 et soit h e Ep(IR) tel que |[g—hl| <e/M ;
soit NeN telque Vn>N |f,(h)—f(h)| <e;

ona Vn=N |in(g) = i(g)| < |in(g) = fn(h)] + [fn(h) = a(R)| + |2 (h) — A(g)]
< anllcllg=hll + e + Al fh—gll < 3e.
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Le théoreme suivant montre que dans des circonstances favorables, mais néanmoins

assez générales, la convergence faible équivaut de fait a la convergence fidele.

5. Théoreme : Supposons |Vn €N g, € M*(R)" et g€ My, (IR)T |;

W~ ~ ¢~
alors on a — [ S by — [

=
3

Dém :
a) < : Trivial
b) = : Soient ji, € M*(IR)* et fi € M$(IR)* tels que i, — fi ; il suffit de montrer
que Vge&g(R) fin(g9) — fi(g). Soit d’abord g = 1{,,; avec a, b€ IR ;
soit € > 0 ; comme [i est diffuse, il existe g1, go € Co(IR) telsque 0 < g1 < g < g»
et fi(ga—g1)<e;onadonc YneIN [,(91) < fin(g9) < in(g2); on en déduit
flgr) < lim fi(9) < Tim fin(g) < filga) 5 o filge) = Rlg1) < Ailg2 = g1) <
fin(g) = i1(g)-
On en déduit que Vg € E(IR) fin(g9) — fi(g). Soit alors g € E(IR) ;

donc lim fi,(g) — lim ji,(g) < ¢ ; comme & est arbitraire ,

soit € <0 etsoit k€ IN* tel que (1l —X;) <e; on peut écrire

|iin(g) = 2 (9) | = | fin (Xi g) + fin [(L = Xi) g] — 2 (Xi g) — A [(1 — Xp) g] |
< fin(Xk g) = (X @) | + [ Bn[(1 = Xi) g] | + | A [(1 = Xi) g]] ;
on a dune part |7 [(1—Xy)g]| < lgll 2(1—Xi) < ellgl,

drautre part | i [(1—Xi) 9] < Ngll fin (1 —Xi) = gl [in (1) = fin (Xe)] ;
or 1€CH(IR) et Xy € Eo(IR) : done T |fi,[(1—X)g]| < llgll [ (1)~ i (X,)]
= llgll (1 —=Xp) < ellgll s onen déduit Tim |fin(9) —fi(9)| < 2¢]lgll ;

comme ¢ est arbitraire, fi,(g) — fi(g).

158



