CHAPITRE X

INDICATEURS ET MODES DE CONVERGENCE DANS /(!

L’ indicateur 1ié a la fonction f et l'intervalle I C IR correspond a la notion clas-
sique de l'ensemble des = € [a,b] tels que f(z) € I. La notation habituelle de cet
ensemble, comme de ses analogues, peut d’ailleurs sembler abusive puisqu’on note par
exemple {f < g} l'ensemble {z € [a,b]|| f(z) < g(x)}. En revanche ce type de nota-
tion convient parfaitement a notre théorie pour laquelle les indicateurs ne sont justement

pas des ensembles ; mais des fonctionnelles caractéristiques .

Les indicateurs permettent de définir quatre nouveaux modes de convergence dans £! :
les convergences en mesure, presque partout, plate et exacte. Le complété de L' pour
chacun de ces modes de convergence est néanmoins identique : c’est ’espace de toutes

les fonctionnelles, sommables ou non.

§ 1. Indicateurs de £'

1.1. Définition : V f € £ on définit les éléments de K suivants :

{f>0}=5S(f" {f<ol=1-{f>0}=1-S(f"
{f<0}={-F>0}=8(/) {(f>0}=1-{f<0l=1-8(f)
{f#0}=58() {f=0}=1-{f#0}=1-5().

1.2. Définition : V f, j € £ on définit les éléments de K suivants :

@
——
Il
——
N}
A\
—,
)
——
\
Q
V
(@]
——
I
N
kﬁz

1.3. Définition : V f, §, h € £' on définit les éléments de K suivants :

{f>3>ny={/>3g}{3>n}
{(f=g>h}={f>3}{3>h}
{f>a>h}={f>3}{3g>h}
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L — Ko fr—>{f>0} ... ete
Les applications (51)2—>IC : (f,g)»—>{f>§} ... etc
(51)3—>/C : (f,g,ﬁ)~>{f>g>iz} ...ete ...

sont les de L',

1.4. Théoréme : Vf,ge L' ona

{f>0}{g>0} <{f+g>0} <{f>0}v{g>0}
{f>0}{g=>0} <{f+g>0} <{f>0}v{g>0}

Dém : {f >0} {3>0} = S(F*)S@E*) = S(FAg) = S[(fA

9 < s[(f+3)7]

={f+3>0}=S[(f+*]<S(fr+3")=SUHVvS@H)={f>0}v{s>o0}.

1.5. Corollaire : Vf, g, heL! ona {f>§>ﬁ}§{f>ﬁ}

Dém : Vrai dans &, donc vrai dans £! par continuité.
= )

1.7. Théoreme : V f, g, he on a

{fvg<hy={f<nh}{g<hn} {fvg>ny={f>n}v{s>h}
{Fng<hy={f<h}v{g<h} {(Fng>hy={f>n}{5>n}

>

Dém : {fvg<h}=S[(h—fvg*t]=S[(h—F)*]AS[(h—7)"]
; )

=S[(h—H*]S[(h—g)"] = {Ff<h}{ag<h}.
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1.8. Corollaire:Vf,geﬁl on a {|ﬂ<§}:{f }{ f }
et {[f]>a}={r>atv{-
Dém : {[f|<g}={(HVv()<a}={f<gt{-T<g}.

1.9. Corollaire : Vf, ge L' ona {f>§ ={fvj+#

1.10. Théoreme : Vf,ge L' ona |f{f=3}=a{f=3}
f{f<at<a{f<g}

Dém

) (F-a{f=at=G-[1-SU-9]=F-3-(f-9 =0.

2) (f-){f <3} = [1—s[<f—g>+}]:f"—g—(f—gﬁ:—@—grgo.

1.11. Théoreme : ¥ f, g€ L' ona | f{f<g}= (frg){f<3q}
i{f<at=Uvap{r<g

Dém

) f{f<at=Ff{fna=rt=Gnra{fna=ri=0uGrp{f<al

2) Idem.

1.12. Théoréme :

Vi, gel? ona |[{fg>0}={f>0}{g>0}v{f<0}{g<0}|

Dém : fg= (=)@ —q)=ra"+f5 - (q+f3");
or (Frgt+ fa)AN(ffg + fgt)=0,donc (fg) =Fftat+Ff g ;
on a donc {fg>0}:S[ f

S(fFHSEH VS~

Vl=s(frar+f)=S(frg)vs(fa)
{F>0}{g>0} v{f<0}{g<o}.
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1.13. Corollaire : Vf€(£2)+ Va>0 ona {f2>a2}:{f>a} :

{f2>a2} {f2—a >0} ={(f f—a)(f+a) >0}
:{f—a>O}{f—i—a>0}\/{f—a<0}{f—i—a<0}:{f—a>0}\/0:{f>a}.

1.14. Théoreme :

Vf,§€(£2)+ Va,5>0 ona {f§>aﬁ}§{f>a}\/{§>5} )

{fg>aﬁ} {fg—oz6>0} {(f f—a)§+a(j— B) >0}
<{(f-a)g>0}v{a(@-8)>0={f-a>0}{f>0}Vv{G—B>0}{5>0}
S{f>oz}\/{§>6}.

1.15. Inégalité de Markov : V f € (£1)+ ona |{f>1}<f|

Dém : Ona f

f-
on peut donc écrire  f > f{le}: [(f—l)*—(f—l)_+ 11 {f>1}
= [(F-0r = (F-0 ] (1=-8[F-1v7])+ {f= 1}
= -0 ==+ -+ {fzy={f>1

1.16.* Corollaire : Vfe £' ona | 'lim {‘f|2a}:0 .

1.17. Théoreme : Vfe L' ona |'lim {f>e} = 1hrn {(f>e}={f>0}]

e— 0t

Dém : Onpose Ve>0 §.= (f—e)t; la “suite” §. est croissante et on a
§5—1>§+ quand ¢ — 0" ; donc S(gs)—l>S(§+), c-a-d {f>8}—1>{f>0}
quand e — 0%, Paraileurs Ve >0 {f>2e}<{f>e}<{f>0}; donc
{fZE}i{f>O} quand ¢ — 07.

1.18. Théoreme : Soient f,, f, g € L', fn—1>f, fn suite ;
<3g}|

Y

alors on a {fn>§}i>{f>§} et | {/fn< f]}#{

Dém : Lasuite (f, — )t € (L))" est croissante et (f, — )" EN (f—=9)";
done {f,<gl=S[(fu=9)*]>S[(/-9)*]={F<3}.

Deplus {fu<gy=1-{fu>g}>1-{f>g}={F<q}.

——
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1.19. Corollaire : Soit f, € £! une suite dominée et soit § € £'; alors on a

{(Sgpfn)>§}zsgp{fn>§} et {(Sgpfn)éé}zlgf{fnﬁé}-

Dém :

Posons Vpe IN h, = Sup f,; lasuite h, est croissante et h, L h= Sup f, :
1<n<p n

on a donc {h>g}—Sup{h >g}—Sup Sup {fn>g}— Sup{ > g

p 1<n<p

1.20. Exercice

| DO

3|~

Soient f € (L)' et ¢ >0 tels que !f‘ > ¢ ; démontrer

M8

Solution

Nous aurons besoin de deux lemmes.

Lemme 1 : VpeIN* | >

LemmeQ:Vf,ge,Cl VaelR Ve >0 {f<a} {g<a+€} é}

Dém : {fga}:{§+f—§§a+€—e}§{§§a+€}+{f—§§—€}

={j<a+e}+{j-Ff2e}<{g<a+e}+{|g-fl>e}<{g<a+e}+- \f gl

Démonstration de ’exercice

Supposons d’abord f = f € £T; ¥Yn e IN on peut identifier {f < n} a la fonction

caractéristique de 'ensemble E, = {x € [a,b]|| f(z) <n} ; on pose Vz € [a,b]

F(z) = 3 %HEH(QS) = > % = i iQ < ;1 ou [f(x)] est le plus
W1 w2 M a=lfen T f@)] -3

petit entier supérieur ou égal & f(z) ; on remarquera au passage que F € E7.

1 2

Si f(z) <1 onen déduit F(z) < 1 =2< @ ; si f(z) > 1 on en déduit
1 2 2 2
R (e T R R R (e Tk

La proposition est donc démontrée V f € £T.
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Supposons maintenant f € (£!)* et soit une suite fr € £F telle que Vk e IN

fr > ¢ et telle que fk—1>f, soit 0 <e < c; on peut écrire Vk e IN

S oalfsns S S lthsnea 17— kl]

S DI ¢ Sy Gy g R A
nzln2 - 6¢e fk—E 6 e
. ) © 1 .= 2
en faisant tendre k vers + oo on obtient > —2{ f Sn} < 7 ,
n=1MT — &
. ) o 1 .= 2
et en faisant tendre € vers 0 on obtient ) —2{ f< n} < F
n=1"M

§ 2. Convergence en mesure

2.1. Définition : Soient fn, f € L' ; on dit que fn converge en mesure vers f ssi

Ve>0 {|fu—f|>c} >0/ Onéait f, ™ f.

2.2. Théoreme : fngf ssi Ve>0 [{fn>f—|-€}—l>0 et {fv>fn+6}i>0}.

2.3. Théoreme : f, =5 f ssi |Ve>0 lim [{|fi—Ff|>e}],=0].

2.4. CRITERE PRATIQUE : f, =5 f ssi |Ve>0 Tim |[{|f.—Ff|>¢c}], < e

Dém
a) = : Ona ¥Ye>0 Im [[{[fi—f|>e}],=0<c.
b) < : Soit e>0; Vnp>0 telque n <e ona
T [[{|fo = F| > e}l < T [[{1 70 = S1 >0}, < 0

donc lign ||{‘fn—ﬂ>5}H1:O.

2.5. Théoreme : YV f,, fe L' ona fn—1>f = f, =B f.
Dém : Posons Vn e IN §n:‘fn—f‘€£i; alors Ve >0 VnelN ona

{§n>5}§{§n2€}§§§n; donc Ve>0 {g,>e} >0, cad f, =5 f.

2.6. Théoreme : Soit f, € £' une suite dominée et soit f € £ ; alors on a

fom [ e fu ST
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Dém : Il suffit de démontrer < : Soit F € (L)t tel que Yne N |f,| < F;
onpose Vn € IN G, =|f.—f| < 2F; soit e >0 et soit € € tel que ||F—pl|; <e;
ona {g,>e}50; deplus G =1{Gn>e}Gn + {Gn<elgn <2{Gn>ec}F +¢;
=2{gn>clo+2{gn>e}(F—p)+e<2{gn>clo+2|F—p|+¢;
on en déduit [|Gnll1 < 2@l [[{gn >}, + 211F — ¢lli + (b —a), et donc

lim [|§n|li € 26 +e(b—a); donc lim |G|, =0, c-a-d §ni>0, c-a-d fni>f
2.7. Lemme : Soit f € £ tel que Ve >0 {}f|>e}:0; alors f=0.

Dém : Ve >0 ona f:f{fée}+f{f>€}§€{f§5}§s;
donc Ve >0 Hlegz—:(b—a);donc f=0.

2.8. Théoreme :

Soient f,, g, h € L' et supposons que f, — t f, = h; alors §=h.

Dém : Ona Ve>0 VnelN {‘g—ﬁ‘>a}§{‘fn—§‘+|fn—fz‘>5}
§{}fn—g‘>5/2}v{}fn—ﬁ‘>5/2}i>0;donc Ve>0 {|§—ﬁ}>€}:();

donc §:ﬁ.
2.9.* Théoréme : Soient fo, gn, f, § S f g, ™ g alors
fn‘i‘gngf‘i‘ga fn\/gn f\/ fn/\gn sf/\g-

2.10. Lemme : Soit une suite f, € £2 telle que f, = 0; alors Vge £2 f,§ = 0.

Dém : Soit € > 0; soit a >0 tel que H{]§|>a}||1§5; ona VnelN
{‘fn§‘>€}={’fn‘]§|>5}§ {‘fn}>€/a}v{]§]>a}; donc Vn e€IN
{1 gl >edll < Al > /el + [{1al > o}l < [[{[fa] > e/a} ], + <

donc lim H{‘fng|>€}H1§8; donc fng = 0.

S

2.11. Théoreme : Soient fo, gn, f, € L2 fo = f, Gn = §; alors fn gn = f3.

Dém : fogn—Ffi=F=Hg+ FGn—3 + Fa=FGn—3);

onadéa (fu—fg =0 et f(fn—23 = 0; parailleurs ona Ve >0

{}(fn—f><§n—§>\>e} <{|fa—Fl>vE}v{|gn—3|>VE} >0, donc

ms

(fn—f)(f]n—g) 2% 0 : finalement fngn fg — 0, c-a-d fngn = ff].
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2.12. Théoréme : Soient f,, f e £'; alors f, = f ssi ]l/\‘fn—f‘—1>0 .

Dém : Posons Vn e IN f]n:‘fn—f‘ et ﬁn:n/\gn;

a) = : Ona izn:]l/\gnm—>s IA0=0; 0or VneIN 0<h,<1:; lasuite h, est

donc dominée ; on en déduit B 0.

b) < : Soit O0<e<l;ona {h,>e}={1l>e}{Gn>e}=1{g.>¢};

or h, N 0, donc h, =8 0, on en déduit {iLn > 5} N 0, ca-d {gn > 5} 50 ;
donc g, = 0.

2.13. Définition : Une pseudo-norme sur un espace vectoriel réel V est une application

| s : V—=IR" vérifiant les propriétés suivantes
1) VueV [||u|]§:O = u=0
2) Vu,veV [utuvls<[lulls+ vl
3) VueV |l—ulls=|uls

4) VueV VAz1  Julls <[[Aulls < Aulls.

2.14.* Théoréme : La topologie de la convergence en mesure dans £! est définie par la

pseudo-norme | || ., = 1A L7 | < [I71],-

2.15. Théoreme :
Soient f,, fe (£)"; alors f, 5 f ssi Va>0 aAf, SaAf.

Dém
a) = : Va>0 ona aAf, = anf, donc aAf,>anf.
b) < : Soient e >0 et a>¢; ona
(F-F1>ch <{|F=Funal > b+ {[funa=Fral >cb+ {|F-Fral>e)
={fo—fura>ey+ {|fana—fral>ecl+ {f-Ffra>e};
On a d’ailleurs
{(F—fra>el={f-e>fral={f-e>fIv{f-e>al={f>a+te}.
Deméme {f,—fura>el={fi>a+e} <{fu>al={firha>a}
={fana—fra+fra>a} <{fura—fra>c}+ {fra>a—c}

< {\fn/\a—f/\a]>€}—|— {f>oz—€}.
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On en déduit {’fn—f‘>5}§2{f>04—€}+2{‘fn/\a—f/\a}>€};
on peut donc écrire Ve >0 Va>¢e lim H{‘fn—f‘>5}H1§2H{f>oz—6}”1;

en faisant tendre a vers + oo on trouve bien Ve >0 lim H{‘fn—f‘ ><€}H1 = 0.

2.16. Définition : Une suite f, € £' est de Cauchy en mesure (Cms) ssi

Vdo,e>0 ilexiste n€IN tel que Vp>n H{}fp—fn‘>5}”1§5 .

2.17. CRITERE PRATIQUE : Une suite f, € £' est Cms ssi

Ve>0 ilexiste ne€IN telque Vp>n H{|fp—fn‘>5}H1§5.

Dém
a) = : Trivial.
b) <« : Soient 0 >0 et > 0; supposons € < J etsoit n € IN tel que
vpsn [|{|f—Ful>ebll, < e; alorsonaaussi | {|f— | >eb], <6
supposons § < ¢ etsoit n € N telque Vp>n |[{|f,—fu|>6}|,< 0

alors on s awsi | {1~ fal > 3, < {15~ £l > 3}l < 0

2.18. Théoreme : Une suite f, € L£! est de Cauchy en mesure ssi Pune des trois

conditions équivalentes suivantes est vérifiée
) ¥e>0 lasuite an=sw [[{{f—ful >}, =0
2) Ye>0 lasuite 8, = sup | {fo—Ffu>c}]], =0
et la suite v, = sup [ {fo—fr>e}]|l, = 0.
3) Ye>0 lasuite 4, = sup LA fp = fulll, = 0.

Dém : Analogue aux démonstrations précédentes.

2.19. Définition : Une suite f, € £' est dominée en mesure (Dms) ssi

sup H{|fn‘2a}H1_>0 quand o — + 00 |.
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2.20. Théoreme : |Cms = Dms|.

Dém : Soit € >0 etsoit n€ N telque Vp>n |[{|f,—fu|>e}, <e;
choisissons 5> 0 tel que [|{[f.| >}, <e;ona ¥p>n
{5l >B+e} <{|fo=Fu|+|ful > B+t <{|fi—fal > e} +{|fn] > B} < 2¢.
Par ailleurs choisissons o > f+¢ telque Yp<n [[{[f]>a}[, <2¢;

alorsona VpelN H{{fp‘>a}H1§25.

§ 3. Convergence presque partout

(Démonstrations analogues a celles du paragraphe précédent ).

3.1. Définition : Soient fn, f € L' ; on dit que fn converge presque partout vers f

ssi | Ve>0 {’fn—ﬂ>€}i>0 . Onéerit f, 28 f etonnote | f=Lim f,|.

3.2. Théoréme:fngf ssi Ve >0 [{fn>f+8}1>0 et {f>fn+8}i>0}.

3.3. Théoreme : f, 28 f ssi | Ve>0 m{}fn—f|>5}:0.

3.4. CRITERE PRATIQUE 1 : f, 23 f ssi |Ve>0 | Lim {|f.—f|>c}],<e|

3.5. CRITERE PRATIQUE 2 : f, 3 [ ssi

Ve>0 ilexiste n € IN tel que H Sup{}fp—f]>5}H1§5 .
p=>n

3.6. CRITERE PRATIQUE 3 : f, 23 f ssi

Ve>0 ilexiste pe IN telque Vg>p H Sup {|fT—f}>g}H < el
p<r<gq 1

3.7. Théoreme : f, 28 f ssi ]l/\|fn—f{1>0.
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3.8. Théoreme : Vf,, fe L ona f, B f = f. =3 f: silasuite f, est monotone

ona f, B fe B[

3.9. Théoreme : Vf,, fe L ona f,—>f = f. 25 f; silasuite f, est dominée
ona foo>f e fu B f.

3.10. Définition : Une suite f, € £! est de Cauchy p.p. (Cpp) ssi

Vod,e>0 ilexiste n € IN tel que H Sup{‘fp—fn’>5}H < 6.
p>n 1

3.11. CRITERE PRATIQUE : Une suite f, € £! est Cpp ssi

Ve>0 ilexiste n € IN tel que

o >3] =]

3.12. Théoreme : Une suite fn € L' est de Cauchy p.p. ssi l'une des trois conditions

équivalentes suivantes est vérifiée :

1) Ve>0 lasuite «, = Sup{‘fp—fn|>e}H =0
p>n 1

2) Ve>0 lasuite [, = Sup{fp—fn>€}“ =0
1

p>n

et la suite 7, = || Sup {fn—fp>€}H — 0
1

p>n

3) Ve >0 lasuite §, =

Sup (]lA‘fp—fn’)Hlﬁo.

p>n

3.13. Définition : Une suite f,, € £' est dominée p.p. (Dpp) ssi

H Sup{|fn‘ za}Hl—>O quand o — + o0

3.14. Théoreme : On a le schéma d’implication suivant :

Cpp = Cms

\ \
Dpp = Dms

Pour une suite monotone on a de plus | Dpp < Dms ‘ et ’ Cpp <& Cms|.
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3.15. Définition : Une suite o, € K est totale ssi elle est croissante et o, L1

3.16. Théoreme : Une suite fn € L' converge p.p. vers 0 ssi Ve > 0 il existe une

suite totale o, € K telleque |VneIN o, ‘fn| < el

Dém :
a) = : Soit € >0 et posons Vne N o, = Ir>1f {{fp‘ Ss}; alors o, est une suite
p=2n

totale et ona VneIN o, |fu| < {|fa] <e}|fu] <e.

b) < : Soit &> 0; posons VneIN ﬁn:SEp‘fp|

t 7= Suwp {f, >} = {Fy 2 ¢} posons de plus 7 = Inf 7,
p>n n

on peut donc écrire Vn € IN F, > 7, F, > e > T¢.

~ €
Soit une suite totale o, € K telle que VneIN o, ‘ fn| < 3 ; on a alors aussi

~ ~ e €
Vp>n 0n|fp‘:anap|fp‘§an§§§; donc VneIN o, F, < —=; onen déduit

DO ™

onTeE< o, F,<—=,donc VneIN o,7¢e < =, c-a-d 0,7 < = ; en faisant n — 4 o0

DO ™
N =

on obtient 7 <

3.17.%* Corollaire : Une suite fn € L' converge p.p. vers f € L! ssi Ve >0 il existe

une suite totale o, € K telleque |VneIN 0n|fn — f’ <e].

3.18.* Corollaire : Une suite fn € L' est Cpp ssi Ve >0 il existe une suite totale

op, €K telleque |[VnelN et Vp>n an|fp—fn‘§5 .

§ 4. Dérivée de la primitive d’une fonctionnelle sommable

Rappelons que si J est un intervalle borné de IR, alors ‘J ‘ représente sa longueur.

4.1. Lemme de Vitali : Soit {J1 e Jn} une famille finie d’intervalles bornés de IR,

on pose S = [JJ;; alors il existe une sous-famille {Jp1 e qu} telle que

1) i#j = J,,NJy, =0 (les J,, sont disjoints)

116



Dém : On peut supposer ‘Jl‘ > ‘Jg‘ >...> |Jn ; on choisit p; =1 ;

on choisit p, minimum tel que J,, NJ,, = 0;

on choisit p; minimum tel que J,, N (J,, UJ,,) = 0, et ainsi de suite.

On arréte le processus des qu’il n’existe plus de J, disjoint de la réunion des J,,
déja choisis ; on appelle v < n le nombre total de J,, choisis.

V1< <v appelons J; lintervalle fermé de méme centre que J,, et de longueur
trois fois plus grande ; soit ¢ <n tel que J, n’a pas été choisi, et supposons

Pe < q < pry1; alors JoN(J,, Uy, UL U, ) # 0 comme pour 1<i<py

la longueur de J, est inférieure a celle de chacun des J,,, on a nécessairement

JgCJp Ul U Ul s done SCUr UL UL UL, done ||Ts||, <330 |J,,
i=1

4.2. Définition : Soit feﬁl; onpose Vs, t>0 Vzé€la,b]

- 1 T+t

D (f)(z) = il fu) du |.

On convient de prolonger f par 0 en dehors de [a,b] afin que cette expression ait

bien un sens Vs >0 et V¢ >0. Remarquons que Vs,t>0 &, ,(f)€C.

4.3. Lemme :

Soit h € (£1)+ et €¢>0; posons R= |J {z€[a,b]]| @s,t(ﬁ)(x)>5};

s+t<1

alors R est un ouvert de [a,b] et || 1gr]1 =

R 3 -~
Sup {CIDS,t(h) >5}H1 < B Hh||1 :

s+t<1

Dém : R est un ouvert de [a,b] car @, ;(h) est une fonction continue sur [a,b].

Soit x € R; alorsilexiste s >0 et t>0 telsque s+t<1 et &g ,(h)(zx)>e¢,

r+1
c-a~d / h(u) du > e (s+t). Pour chaque = € R choisissons s et ¢ vérifiant les
T

—S

propriétés ci-dessus et posons J, = |x — s, x4+ t[; la famille des J, recouvre R.

Soit alors K une réunion finie d’intervalles fermés inclus a R ; comme K est compact,
un nombre fini des J, recouvre déja K ; grace au lemme de Vitali on peut en choisir

un certain nombre qui soient disjoints et dont la somme des longueurs soit supérieure

a 1 .
3 K1
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Soient | x — s;, x + t; | ces intervalles ; la somme de leurs longueurs étant égale a
Zs + t;, on peut écrire — ||]1K||1 < Zs +t < - Z/ u)du < — ||hH1

Comme |[1g]|; peut étre rendu aussi proche que 'on veut de || IR |1, on en déduit

3~
el < = (A ]],-

4.4. Théoreme : Soit feﬁl; alors | @4 4 Ly f quand s+t — 0, c-a-d

Ve>0 m{|®syt(f)—f|>€}zlnf Sup {’@St f|>5} 0.

s+t—0 §>0 s+t<é
Dém : Soit € > 0 et soit g € £ tel que Hf—g”1 < % on peut écrire

{} st (f) = J| >5}= {!‘I)s,t(f—g)Jr 0 (9)—9—(f—9)] >€}
<

‘(I)s,t(f—g)‘ + ’®s,t(9)_9|+|f_g‘ >€}

{
<{lec(f-ol>f+{loc@-gl> s} +{IF-9]> 5}

<{oi(1F-ol)> Sh+{loit gl > )+ 2 Fal
On en déduit m“@st f|>€}

s+t—0

< Tim {o, (|f-g]) > }+ }fgo{l‘bs,t(m—gb§}+§!f—9|-

Comme g € &, il est facile de voir que ®, ,(g) 25 g quand s+t — 0; on a donc

E— — = € 3z

I 1o =iz eh < T foc(17=al) > 51+ C 1 -l
< sw {@.(|f-g)> S} + 2]
s+t<1 €

([0t 11>}

s+t—0
. 3, -~
< || sw {eac(1F=gl)> S} + 217l
s+t<1
9, - ~ 12
< W=ali+Zllf =gl =ZIf =gl < 12¢

Par le CRITERE PRATIQUE 1 on en conclut Lim {|¢57t(f) — f| > 5} =
s+t—0
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8§ 5. Convergence plate

5.1. Définition : Soient fn, f € L' ; on dit que fn converge platement vers f ssi

1

{(fo# Y =S(fa—f) >0/ Onéerit f, 5 f.

5.2.*% Théoreme : La topologie de la convergence plate dans £! est définie par la

pseudo-norme | |[f{|, =[S (DIl | = [ £l

5.3.% Théoréme : an,feﬁl on a fnﬁ)f = fn

= f.

5.4. Définition : Une suite f, € £' est Cauchy-plate (C-plate) ssila suite

Oy = SUP ||{fp7éfn}H1 = sup H S fn ”1

5.5.* Théoréeme : Une suite C-plate est Cms.

5.6. Théoreme :

Une suite w, € £ est C-plate ssi elle est de Cauchy pour la norme || ||;.

Dém :
Ona Vn,peIN S(w,—wn)=S(Jwy—wn|)=|w,—wn|, car |w, —w,| €K ;

on en déduit : w, C-plate < w, de Cauchy pour la norme || ||;.

§ 6. Convergence exacte

6.1. Définition : Soient f,, f € £'; on dit que f, converge exactement vers f

ssi {fn#f}:S(fn—f)QO . On écrit fnif

ot
1>
~
8
3 b
15
=
SN—

6.2.* Théoreme : V f,, f € L} ona fn%f ( fn

si fn est monotone on a fn — f' =4 fn — f

6.3. Définition : Une suite f, € £' est Cauchy-exacte (C-exacte) ssi la suite

Sup S (f, = fa)

p>n

Sup { [, # 1} || =

p>n

‘ 1
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6.4. Théoreme :

Une suite f, € £' est C-exacte ssi {an =+ fn} =S (fnﬂ — fn) 50/,

c-a-d ssi

Sup S (fp+1 - fp)

p=>n

)—>0
1

@ : Ona Vn,rElN |f~r+1_fr‘ S ‘fr+1_f~n|+}fr_f~.n|?
dOIlC S(fr-{-l_ﬁ”) S S(fr—l—l_fn) \/S(ﬁ”_fn) ;

donc  Sup S(fr+1 —fT) < Sup S(fp—fn).

r>mn p>n
- - p—1 ~
Par ailleurs ona Vp>n |fn_fp‘ < 3 ’fr+1_fr ;
r=n

donc S(fn_fp) S Sup S(ﬁ"—f—l _fr) S Sup S(fr—f—l _fr) ;

n<r<p-1 rzn

done Sup S (Fu— Fy) < Sup S (Fron— F).

p>n r>n
On en déduit Sup S (ﬁﬂ — fr) = Sup S (fp — fn) : d’out le théoreme.

r>n p>n

6.5.* Théoreme : Une suite C-exacte est C-plate et Cpp.
6.6.* Théoréme : Une suite w, € K est C-exacte ssi elle est C-fine.

6.7. Définition : Une suite o, € K est déclinante ssi elle est décroissante et o, Lo.

La suite o, € K est donc déclinante ssi la suite 1 — o, est totale.

’ \ . . X . . . , .
6.8. Théoreme : Soit une suite w, € K ; alors w, — 0 ss’il existe une suite déclinante

op, €K telleque |VneIN w, <o, |

Dém :

a) = : Lasuite o0, = Sup w, est déclinante etona VneIN w, < g,.
r>n

b) <« : Ona VneIN Sup w, < Sup o, = 0, ; donc Sup w,,—1>0.

r>n r>n r>n

6.9. Théoreme : Soit une suite f, € £!; alors f, 50 ss'il existe une suite totale

o, € K telle que |VneIN anfn:O )

Dém

a) = : Ona S(f,) = 0; il existe donc une suite totale o, € K telle que
VnelN o, <1—S(f,); donc o, f, = O'n[l— S(fn)] f = an[fn—fnS(fn)}
= 0n(fa—Fa)=0.
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b) <« : Ona VnelN an[l—S(n)]:an—anS(fn):an—S(anfn)zon;
donc ¢, < 1—S(f,), donc S(f,) =>0.

6.10. Théoreme : Une suite f, € £' est C-exacte ss’il existe une suite totale

op, €K telleque |[VneIN o, < {fn+1:fn} )

Dém : La suite f, € £ est C-exacte ssi {fn+1 # fn} 50, c-a-d ss’il existe une
suite totale o, € IC telle que Vn € IN {an #+ fn} <1-—o0,, ouencore ssi Vn € IN

op < {fnJrl = fn}

6.11. Lemme : Soient f, §€ L! et o0 € K ; alors on a ag{f:g} s of=03.

Dém : On pose r:{f:g}.
a) = : Ona o<7,donc of =or7f=07§ =03.

b) < : ch:a[l—S(f—g)]:a—S(af—ag):a,donc o<T.

6.12.* Corollaire : Une suite fn € L' est C-exacte ss’il existe une suite totale

op € K telle que |VnelN anfnzonfnﬂ.

6.13. Définition : Soit fn € L' une suite C-exacte ; alors toute suite totale o, € K

telle que VneIN o, < {an = fn} (c—a—d VnelN o, fn = o, an) s’appelle

une de la suite f,.

6.14. Théoréme : Soit o, € K une présentation de la suite C-exacte f, € £!;

alorsona |Vn,pelN anfn = anfn+p )

Dém : Ona o0, fn = 0nfos1 = On0Ongt fos1 = 00 Ong1 froro = On fugo = -+

Récapitulatif : Convergences dans £!

X = 1 <= 2
\ Y
PP = ms
i) )
E = A
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CHAPITRE XI

FONCTIONNELLES SUR [a,b]

Nous construisons 1'espace vectoriel des (classes de) fonctions mesurables sur [a,b],
que nous appellerons simplement fonctionnelles sur [a,b]. Cet espace s’obtient en

complétant U'espace B pour la convergence exacte ; nous effectuons cette complétion

par la méthode des suites de Cauchy ; bien que la convergence exacte ne soit pas une

convergence métrique, le procédé conserve ici toute sa validité et toute son efficacité.

Remarque : Il est bien connu que la complétion par les suites de Cauchy constitue la
plus mauvaise des méthodes, méme quand il n’y en a pas d’autre. Son application au cas
des fonctionnelles semble pourtant relativement justifiée : on ne cherche pas en effet a

20

compléter “entre” , mais a compléter “au-dela” . Autrement dit les fonctionnelles ne
constituent pas des éléments “plus fins” que les fonctionnelles sommables de £, mais des
éléments “trop grands” pour étre dans £'. Des lors les suites de Cauchy utilisées sont
essentiellement des suites qui “tendent vers l'infini” ; et non des suites qui convergent
vers des éléments “cachés” a l'intérieur de L£!.

Une comparaison se révélera éclairante : définir les réels a partir des suites de Cauchy
de rationnels constitue une manifestation typique d’hystérie mathématique. Par contre

définir + oo comme ’ensemble des suites réelles convergeant vers + oo représente un

procédé authentiquement valable de description de la nature de + oo.

§ 1. Suites Cauchy-exactes dans B

1.1. Définition : | On note SX l'espace vectoriel des suites Cauchy-exactes dans B.

1.2. Définition : Soient F = (f,), G = (§,) € SX ; alors on pose

Fr~G ossi fo—gn—0|, cded [FnG ssi {fu#dnt 0]

1.3. Théoreme : Soient F = (f,), G = (§,) € SX ; alors F~ G ss’il existe une

suite totale o, € IC telle que |[VneIN o, fn = 0, qn |-

Dém : F~G & f,—Gn 20

< il existe une suite totale o, € KC telle que YneIN o, (f,—gn) = 0.

49 7

1.4.%* Corollaire : La relation “ ~ 7 est une | relation d’équivalence | sur SX .
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1.5. Définition : V F = (f,), G=(g,) € SX on pose

F+G=(f,+gs) FVG=(fiV3)) FAG=(fAgn) F.C=(fu gn).

1.6.* Théoréme :

VF,GeSX, F+G, FVG, FAG, F.G sont des éléments de SX .

1.7.* Théoreme : Soient F,F’ G e SX et F~F'; alorsona

F+G~F' +G FVG~F'VG FAG~F' NG F.G~F'G.

1.8. Définition : ¥V F = (f,) € SX on pose

—F=(-f) Fr=(i) F =) [|FI=(h])
1.9.* Théoreme : VF e SX, —F, F*, F~, |F| sont des éléments de SX .
1.10.* Théoreme : Soient F,F’'e€ SX et F~F'; alorson a

—F~-F' Fte~F* F ~F~ |F|~]|F|

1.11. Définition : V F = (f,), G=(g,) € SX on pose

F<G ssi FVG~G| (ou FXG ssi FAG~F).

1.12. Théoréme : F <G ssi | {fo>Gn} >0/

Dém : F<G & FVG~G
= fn\/gn_gn_E)O
S {fuVin# i} >0

s {fu>d.)>0.

1.13. Théoréme : Soient F = (f,), G = (§,) € SX ; alors F < G ss’il existe une

suite totale o, € IC telle que |[VneIN o, fn < 0ngn |-

Dém : F<G < foVin—3n 20
& il existe une suite totale o, € K telle que VneIN o, (fnvgn —Ggn) =20

& il existe une suite totale o, € K telle que Vn € IN (o, fn) V(0nGn) = 0nin

< il existe une suite totale o, € K telle que VneIN o, fn < 0,0n-
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1.14.* Théoréme : [ (F=XG et GXF) & F~G |

1.15.* Théoréme : La relation < est un dans SX.

§ 2. Supports et indicateurs

2.1. Théoreme : Soit fn € B une suite C-exacte et soit o, € K une présentation

de la suite f, ; alorsona |Vm,neIN \S(fm)—S(fn)]g 1— o, Noy, |.

Dém : Soient m,n €IN avec m < n; on a amfmzamfn, donc
fn = 0wt + (L= 0m) fn = o fo + (1= 0w) fo = fu + (1= 00) (fr = fu) 5
on en déduit  foo = fu + (1 —0m) (fm — fu) (%) ;
on peut donc écrire | fin| < [ful + (1= 0w) | fn — ful, et donc
S(fm) < S(fa) + (1 =0w) S(fm = fa) < S(fa) + 1 =0
L’égalité (*) peut aussi s'écrire  fr, = fmn + (1 — 0p) (fa — fin) ; donc
| ful <|Fm| + (1= 00) | fa — fin| ; on en déduit de méme S (f,) < S(fn) + 1~ 0 ;

en conclusion on obtient | S (fm) -S (fn) ‘ <l—-o0,=1—o0,AN0,.
2.2. Corollaire : ¥V F = (f,) € SX lasuite S(f,) converge finement dans K.

Dém :

Ona VneIN Sup |S(fp)—S(fq)} <1l-o0,No, <1— 0,; comme op 1,
p,gzn

la suite S(f,) est fine; or YneIN S(f,) €K, donc Lim S(f,) € K.

2.3. Définition : V F = (f,) € SX on pose

support de F = S(F) = Lim S(f,) € K |.

2.4.* Théoreme : Soit F = (f,) € SX et soit 0, € K une présentation de la suite f,, ;

alorsona |VnelN ‘S(F)—S(fn”gl—an.

2.5.% Théoreme : VF e SX S(F)= S(LAIF|).
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2.6.* Théoreme : Soient F, G € SX ; alorsona |[F~G = S(F)~S(G)|.

2.7. Théoreme : Soit fn € B une suite C-exacte et soit 0, € K une présentation de

la suite fn . soit de plus g € £!; alors on a

Vm,néelN {{fm>§}—{fn>§}’§1—am/\an .

Dém : Ona Vm,neIN avec m <n Omfm= Omfn, donc
fmzo-mfm'i_(l_gm)fm:‘jmfn"’_(1_Om)fm:fn+(1_0m)(fm_fn) ;

on en déduit fr, = fn + (1= 0m) (fm — fu) (*); on peut donc écrire

fm_ngn_§+<1_am)(fm_fn)
(fo=0)" < (fo=0)" + (L=0w) (fu = fa) ",
et donc S[(fm—9)*] < S[(fa=3)*] + 1 =0m) S[(fm — fn)]

<S[(fu—)t] +1—0m, card {fn>3} < {fa>3} +1—0m.

Légalité (*) peut aussi s'écrive f,, = fin + (1 — 0,) (fu — fin) ; on en déduit donc
Jo=G=Tfm—0+ (1=0m) (fa—fn), et doncaussi {f, >3g} < {fu>3g} +1—0n.
En conclusion on obtient |{fn >} —{fa > 3}|<1—0pn =1- 0n Aoy,

2.8.% Corollaire : Soit ¢, € B une suite C-exacte et soit 7, € K une présentation

de la suite g, ; soit de plus f € L'; alors on a

Vm,néelN |{f>§m}—{f>§n}‘§1—7m/\7'n .

2.9. Corollaire-Définition : Soient F = (fn) € SX et ge L' alorslasuite {fn > g}

converge finement dans C et on pose {F > §} = Lim {fn > §} .

De plus si g, € K est une présentation de la suite fn on a

VnelN [{F>g}—{fo>q}|<1-0.]|

Dém : Idem que pour S(F).
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2.10. Corollaire-Définition : Soient G = (§,) € SX et f e L' ; alors la suite

{f > gn} converge finement dans X et on pose {f> G} = Lim {f > gn} .

De plus si 7, € K est une présentation de la suite g, on a

VneN [{f>G}—{f>a.}|<1-7|

Dém : Idem que pour S(F).

2.11. Théoreéme-Définition : Soient F = (f,) € SX et G = (j§,) € SX ; alors la

suite {fn > §n} converge finement dans X et on pose {F > G} = Lim {fn > gn} .

De plus si o, et 7, sont des présentations des suites f, et G, on a

VneN [{F>G}—{fi>gu}|<2-0n— 7|

Dém : Ona Vm,nelN

<2—0,AN0,— Tm A T,. Le théoreme en découle.

L’application (SX)? — K : (F, G) = {F > G} est un indicateur de SX.

On en déduit facilement la définition des autres indicateurs de SX .

2.12. Théoreme : Soient F = (f,) € SX et G = (§,) € SX ; soient o, et 7, des

présentations des suites fn et g, ; alorsona VnelN

H{F>G}—{fi>GC} <1-0,| et |[[{F>G}—{F>g.}|<1—1|

Dém : Ona Vm,néelN
[{F>G}—{fi > G} < [{F> G} = {fu > Gu}| + [{fn > G} — {fa > Gm}|
+ [{fi>GC—{fo>gn}| < 2-0n—Tmn+1—0nho, +1- 0y
— 4 =20, — O AOy — T

Il suffit ensuite de faire tendre m vers + co.

2.13.* Corollaire : Soient F = (f,) € SX et G = (j,) € SX ; alors on a

[7,>G) 3 {F>GQ)| et |[{F>3.) 5 {F>a}|.
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§ 3. Fonctionnelles sur [a,b]

3.1. Définition : On pose |FO =S8X/~ |.

Les éléments de FO se nomment les | fonctionnelles | sur [a,b].

Les fonctionnelles sont donc les classes d’équivalence des suites Cauchy-exactes de

fonctionnelles bornées , deux suites étant équivalentes ssi leur différence converge

exactement vers 0.

On note les fonctionnelles de la maniére suivante :

F e FO désigne la classe de F € SX |.

—_—

3.2. Définition : On pose F+G=F+G FVG=FVG

F="F TF+=F TF =F |F|=[F|.

3.3. Définition : On pose F<G ssi F<G ; c’est un dans FO.

3.4. Théoreme : L' C FO.

Dém : Soit feL£'; onpose VnelN an:{‘ﬂgn} et fo=o,f€EB;
alors on identifie f & la classe de la suite (f,) € SX .

Si f € B on identifie f & la classe de la suite constante ( f ) e SX.

3.5. Définition : On pose VF € FO : | support de F= S(F\) = S(F) |

3.6. Définition : Onpose VFE e FO : [{F>G}={F>G}|

L’application (FO)2 = K : (F, G) — {F > G} est un indicateur de FO.

On en déduit facilement la définition des autres indicateurs de FO.

3.7. Théoréme : Les opérations définies sur FO prolongent les opérations sur £';
de méme l'ordre sur FO prolonge l'ordre sur £'; les propriétés de ces opérations et
de cet ordre sur FO prolongent celles de £'; enfin les propriétés du support dans FO
prolongent les propriétés du support dans £!. La démonstration de ces propriétés se fait

élémentairement a partir de la construction de FO. On en déduit en particulier :
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3.8. Théoreme : | FO est un algébromodule de Riesz sur w.

Voici quelques autres propriétés dans FO

3.9. Théoreme : VF € FO  llim {]§]>a}:0.

o —+ 00
3.10. Théoreme : YF € FO  lim {1325} = im {§>5} = {§>O}.
e— 0T e— 0t
3.11. Théoreme : VF € FO S(F) = 'lim ]l/\(p!ﬂ).
p—+ oo
3.12. Théoreme : VF e FO S(F)F=F.
3.13. Corollaire : VF € FO [S(ﬁ):o o ﬁ:o}.
3.14. Théoreme : VF, G e FO S(FG)=S(F)S(G).
Récapitulatif
W FO
U U
ECRCBACPRCWSe>» BCLCLiCc MpC M C PM
suryj.
U u U U U U U
C S Z K Np ¢ N Cc PN
U U
A C PA

§ 4. Modes de convergence dans FO

4.1. Définition : On définit dans FO les quatre modes de convergence ms, p.p., A, E

par les mémes définitions formelles que dans £'. IIs ont les mémes propriétés que dans

LY. En particulier on a le méme schéma d’implication :

E = A
U \
pPp = ms
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4.2. Théoreme :

Les lois 4+, x, V, A sont continues pour les quatre modes de convergence.

Nous allons détailler ces quatre modes pour en donner les propriétés les plus significatives.

Nous abandonnerons désormais le “chapeau” dans la notation des éléments de FO.

A . Convergence en mesure

ms

A.1. Définition : Soient F, , F, € FO ; alors F,, — F ssi

Ve>0 {|F,—F|>e} 50|

A.2. Définition : Une suite F,, € FO est de Cauchy en mesure (Cms) ssi

Ve>0 ilexiste n€IN tel que Vp>n H{|Fp—Fn|>€}||1§5 .

ms

A.3. Théoreme : Soient F,, Fe FO, F, — F; alorson a

[{F >0}, < tim [[{F. >0},

Dém :
Ona Ve>0 {F>ec}={F-F,+F,>¢c} <{F-F,>¢} + {F, >0},

done  [[{F > e}l < [{F=Fn> e}, + [|{Fn >0}

,» donc Ve>0

F>e < lim F,>0 : en faisant € — 0™ on obtient le théoreéme.
[{F > e}, 1{ H

ms

A.4.* Corollaire : Soient F,,Fe FO, F, — F; alorson a

Is@), < i sl

A.5. Définition : Une suite F,, € FO est dominée en mesure (Dms) ssi

sup ||{\Fn|>cw}H1—>0 quand «a — + oo |.
neclN

A.6. Théoréeme : | Cms = Dms |.

Dém : On peut supposer Vn e€IN F, >0. Soit 0 <e <1 etsoit pe N

tel que sup H{Fn—Fp>5}H1§5. Soit a >0 tel que H{Fp>a—1}H1§6;
n>p
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ona VneN {F,>a}={F,>a}{F,<F,+¢}+ {F,>a}{F,>F,+¢}
<{F,+e>a}+ {F,>F,+¢e} <{F,>a-1}+ {F, >F,+¢}.

On en déduit Vn >p ||{Fn> a}Hl < 2e¢.

A.7. Théoreme de complétude : | FO est complet pour la convergence en mesure.

Avant de démontrer ce théoreme précisons sa signification .

e Une suite F,, € FO converge en mesure vers F € FO ssi

Ve>0 Tm [[{|Fa—F|>c}], <e,
c-a-d ssi Ve>0 ilexiste n€IN telque Yp>n |[{|F,—F|>e}|,<e,
c-a-d ssi Ve >0 ilexiste n € IN tel que Vp>n

H{FP>F+€}H1§ e et H{F>Fp+5}”1§ €.

e Une suite F,, € FO est Cms ssi Ve >0 ilexiste n € IN tel que Vp>n

H{Fp>Fn+€}H1§ e et H{Fn>Fp+€}||1§ €.

Le théoreme affirme que pour toute suite F,, € FO qui est Cms, il esiste F € FO

tel que F, = F. La démonstration utilise plusieurs lemmes.

Lemme 1 : Soit une suite F, € FO ; alors la suite F, est Cms ssi les suites F;
et F, sont Cms.

Dém : Trivial.
Ce lemme nous permet de supposer dans la suite que VpeIN F,e FO™.
Lemme 2 : Soit une suite F, € FOT convergente en mesure et soit n € IN ; alors la
suite n AF, € BT converge en norme || ||; dans BT.

Dém : Lasuite n AF, est encore Cms ; de plus elle est positive et bornée ;

elle converge donc en norme || ||; dans B7.

Posons VneIN |g, = 'lim (nAF,)| € B*.
p

Lemme 3 : Ona VneIN nAg,i1= gn.
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Dém : Ona VnelN n/\gnH:n/\(llim[(n—i-l)/\Fp})
p

Lemme 4 : La suite g, est croissante.

Dém : Trivial.

Lemme 5 : La suite g, est Dms.

Dém : Lasuite F, étant Cms ; elle est donc aussi Dms ;
soit € > 0 ; il existe donc a >0 tel que Vp e N H{Fp>a}H1§8;
or VneIN n/\Fpi>§n, donc YneIN nAF, = g,;

donc VneIN H{§H>O‘}H1§ li_mH{n/\Fp>oz}H1§ li_mH{Fp>oz}||1§ £
P P

Lemme 6 : La suite g, est exacte.

Dém : Ona sup ||{§]r>04}H1—>0 quand « — + 00 ; soit n € IN ;
posons VreIN 6, = {f}r > n} € IC; la suite 6, est croissante et bornée,
donc convergente en norme || ||; vers 7, = Sup 6, = Sup {g, >n} €K ;

la suite 7, est décroissante et on a

|71 = sgp 10,11 = sgp H{gr > n}’ ., donc [|7,|[t =0 quand n — + o0 ;
on en déduit que la suite o, = 1—17, = Ilgf {gr < n} est totale.
Deplusona VnelN o, < {f]nﬂ < n}, donc o0, Gui1 = o, {gnﬂ < n} Jns1
= 0n {NAGns1 = Gnr1} Gnpr = On {0 A Gn1r = Gnar } (A Gngr)

= o, {g,m < n} (R A Gny1) = 0n gn - Lasuite g, est donc exacte.

Démonstration du théoreme

Notons G € FOT la fonctionnelle dont la suite (§,) est un représentant ; montrons

quona F, ™ G soit & > 0 ; nous démontrons d’abord {F, > G+¢e} 50, ensuite
{G>F,+e} 50,

1) Soit 0<e<1;soit NEIN telque Vp,qg>N |{F,>F,+e}|,<e;

ona Vp,q>N VnelN* {F,>nAF,+ec} <{F,>nA(F,+¢)}

= {F,>n}V{F,>F,+e}, donc |[{F,>nAF,+e},

< |[{F, > 0}, + [[{Fp > Fy+e}ll, < | {F, > n}|l, + ¢;

132



or nAF, = g, quand ¢— +o0o, donc Vp>N VneIN*

I4F, > gu+e}lly < lim [[{F, > n B, + e}, < [[{F, > n}fl, + <

de plus quand n — + 00 {F, > g, +e} 5 {F,> G+e} et {F,>n} 50,
done Vp>N [[{F,> G+el}|, <e.

2) Soit £ >0 et soit N €IN telque Vp,qg>N |{F,>F,+e}|,<e;
ona Vp,¢>N VneN {nAF,>F,+¢} <{F,>F,+¢e}, donc
[{nAF, >F,+e}|, <e; enfaisant p— + oo on trouve

Vg>N VnelN |[{g,>F,+e}]||, <e; etenfaisant n— + oo on obtient

Yg>N H{G>Fq+6}H1§€.

A.8. Théoreme : ¥V F=(f,) €SX ona |f, = F|

Dém : Ve>0 ona {|f,—F|>¢e} <{f.#F}; on démontrera {fn#F}QO

au Théoreme D.2 ; on obtient donc a fortiori { fn # F} - o0.

A.9. Théoreme : &£ est dense dans FO pour la convergence en mesure.

Dém : Soit (f,) € SX un représentant de F ; soit YneIN §, €& tel que
fn —Jn Lo ; on a donc aussi fn —§n =2 0; de plus fn 2L F; on en déduit
A.10.* Théoreme : C est dense dans FO pour la convergence en mesure.

A.11.* Théoreme : IR[X] est dense dans FO pour la convergence en mesure.

ms

A.12.* Théoreme : Soient F,,F e FO ; alors |F, ™ F ssi 1A|F, —F| = 0.

A.13.* Corollaire : La topologie de FO pour la convergence en mesure peut étre définie

par la pseudo-norme | ||[F|l.. = [[1A|F] H1 .

A.14. Définition : Un espace de Riesz V muni d’une pseudo-norme || || est un espace

pseudo-normé de Riesz ssi | Vu,v eV |ul <|v] = [Julls < ||v]s

A.15.* Théoreme : (FO, | |, |l |lms) est un espace pseudo-normé complet de Riesz.
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B. Convergence presque partout

B.1. Définition : Soient F,,F, € FO ; alors, F,, 23 F ssi

Ve>0 {|F,—F|>e} 50|

B.2. Théoreme : Soit Fe FO ; alors |aAF 2 F quand a — + o0 |.

Dém : Soit ¢>0; ona Va>0 {F—oz/\F>€}:{F—6> aAF}

={F-e>a}V{F-e>F}={F>a+e} 5 0.

B.3. Définition : Une suite F,, € FO est de Cauchy p.p. (Cpp) ssi

Ve >0 ilexiste n€IN tel que

Sup {|F, — F,| >8}H < el
p>n 1

B.4. Théoreme : Soient F,,Fe FO, F, 22 F: alorson a

{F>0} < Lim {F,>0}|.

Dém : Ona Ve>0 {F>e} ={F-F,+F,>¢c} <{F-F,>¢}+{F, >0},

donc Ve >0 {F > 8} < Lim {Fn > O} : en faisant € — 07 on obtient le théoréme.

B.5. Corollaire : Soient F,, F € FO, F, 2 F; alorsona |S(F) < Lim S(F,) |.

n

B.6. Théoreme :

ms

Soient F,,, F e FO, F, — F; supposons de plus la suite F,, croissante ;

alorsona | {F, >0} N {F >0} |, et donc aussi |S(F,) = S(F) |.

Dém : Grace & la monotonie de la suite F,, on a en fait F,, 28 F : de plus la suite
{Fn > 0} est croissante et majorée par {F > O} ; on peut donc écrire Vn € IN

Lim {Fn > 0} < {F > 0} < Lim {Fn > 0} ; d’ou le théoreme.

B.7. Corollaire :

ms

Soient F,,, F,Ge FO, F, — F ; supposons de plus la suite F,, croissante ;

alors on a {Fn>G}—1>{F>G} et {FnSG}—%{FSG}.
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B.8. Définition : Une suite F,, € FO est dominée p.p. (Dpp) ssi

Sup{\Fn]>a}i>0 quand o — 400 |.
neclN

B.9. Théoreme : ’Cpp = Dpp‘.

Dém : On peut supposer Vn e€IN F, > 0. Soit 0 <e <1 etsoit peIN tel

que

Sup{Fn—Fp>5}H1§5. Soit a > 0 tel que

n>p

ona VnéelN {Fn>a}:{Fn>a}{Fn§Fp+5}+{Fn>a}{Fn>Fp+€}

n<p

<{F,+e>a}+ {F,>F,+e}<{F,>a—-1}+ {F,>F,+¢}.

On peut donc écrire  Sup {Fn > a} < {Fp > o — 1} + Sup {Fn >F, + 8},
n>p n>p

donc Sup {F > g 2¢.
n>p n>p n>p
On en déduit HSup{Fn>a} S 3e.

n<p n>p

B.10. Théoreme : FO est complet pour la convergence p.p.

Dém : Soit F, € FO une suite Cpp ; alors F,, est Cms.
Soit F € FO tel que F,, = F; nous allons montrer F, 23 F.
Soit e>0; ona Vn,peIN {|F,—F|>e} <{|F,—F,|+|F,—F|>¢}
<{|F, —Fn|>e/2} +{|F, —F|>¢/2} ; on peut donc écrire Vn € IN

Sup {|F, —F|>e} < Sup {|F, —F,|>¢/2} + {|F, —F|>¢/2} 50,
p>n p>n

B.11. Théoreme : &£ est dense dans FO pour la convergence p.p.

Dém : Soit (fn) € SX un représentant de F ; on a fngﬁ, donc f, 2 F.
Soit VneIN g, € & tel que > ||fn—§nH1 < + o0 ; alors fn—gn PX 0, donc
gn = fn + (fn_?]n) Q F.

B.12.* Théoreme : C est dense dans FO pour la convergence p.p.

B.13.* Théoreme : IR[X] est dense dans FO pour la convergence p.p.

B.14. Définition : Une suite F,, € FO est | dominée dans FO | ss’il existe
GeFOT telque Vne N |F,| <G.
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B.15. Théoreme : Pour toute suite F, € FO ona |F, Dpp & F, dominée dans FO |.

Dém : On peut supposer Vpe€ IN F, > 0.
a) = : Posons Vn €N g, = Sup (n A ﬁp) € B* : la suite g, est croissante ;
p

montrons que c’est une suite exacte ; posons Vn € IN o, = Inf {Fp < n} :
p

comme F, est Dpp, lasuite o0, est totale. Ona Vn e IN {§n+1 < n}

= {Sup [(n+1)AFp} gn}: Inf{(n+1)/\Fp§n}: Inf {Fpgn}z On ;

deplus Vn€IN nAgn=nASup [(n+1)AF,] = Sup (nAF,) = g,
p P
. . N N - 1
donc Vn e IN {gnJrl:gn}:{gn+1:n/\gn+1}:{gn+lSn}:Un_>1-
La suite §, est donc exacte ; posons G = (g,) € FO"; ona Vn,peN

nAF, < g, <G; enfaisant n —+ + oo onobtient VpeIN F, <G.

b) <« : Ona Sup{Fp>a}§{G>a}i>0.

peEN

B.16. Théoreme de convergence monotone dans FQO

Soit F,, € FO une suite monotone et dominée dans FQ ; alors F, converge

presque partout vers une fonctionnelle F € FO. On note | F = Sup F,, ou Inf F,

suivant que la suite F,, est croissante ou décroissante.

Dém : Comme la suite F,, est monotone, il suffit de montrer que F,, est Cms.
On peut supposer la suite F,, croissante. Ona Va >0 Vp,qeIN
F,-F, <F,—aAlF,=F, —aAlF, + aAF, — aAF,.
Soit € >0 ; on a {Fp—Fq>5} < {Fp—aAFp>O} + {oz/\Fp—oz/\Fq>€}
< {Fp>a}+{a/\Fp—a/\Fq>s} < {G>a}+{a/\Fp—a/\Fq>5}.
Soit G € FO' tel que VneIN |F,| <G ; choisissons a tel que
||{G > a}Hl <e/2; lasuite a AF, € L' est croissante et majorée par « ;
elle converge donc en norme || ||; et donc aussi en mesure ; il existe donc N € IN
tel que Vp,q> N H{a/\Fp—a/\Fq>€}H1 <e/2; onendéduit Vp,q>N

||{Fp—Fq > 5}H1 < ¢. La suite F,, est donc Cms.

B.17. Définition : Soit F,, € FO une suite dominée dans FO . On pose

Sup F,, = Sup FovF;v...VF, | et | InfF, =Inf FAF{A ... AF,
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Ce sont respectivement le Suprémum et I’ Infimum de la suite F,, .

B.18. Définition : Soit F, € FO une suite dominée dans FO . On pose

le F, = Sup Inf F,,, | et le F, = Inf Sup F,4, |.
nelN pelN neN pelN

Ce sont respectivement la Limite Inférieure et la Limite Supérieure de la suite F,,.

B.19. Théoréme : Soient F,,F € FO; alors F, =% F ssi | Lim |F, —F|=0

ms

c-a~d ssi la suite | ¢, = Sup ‘Fp — F{ — 0
p=n

Dém : On peut supposer F = 0; on a alors

Ve>0 \I/n:{|Fn|>s}i>O] & [Vs>0 <I>n:Sup{|Fn|>s}—1>O}

p=n
& [V€>O @n:{Sup\Fnl>€}i>O]
p=>n

& &, = Sup ‘FP} = 0.

p>n

B.20. Théoreme :

Une suite F,, € FO converge p.p. vers F &€ FO ssi | F = Lim F,, = Lim F, |,

c-a-d ssi | F = Sup Inf F,,, = Inf Sup F,, |.
n p n p

Dém :
a) = : Soit ne€IN; ona

() 7] -

S

Sup (F,Hp—F) < Sup |Fn+p—F‘: Sup !FT—F| =0;
peN r>mn

peN peN
donc F = Lim F, ; on a de méme
‘(Inf Fuip) —F (Fpip—TF) ’ < Sup [Fuy—F| ™ 0 donc F = Lim F,
peN peNN

b) <« : Soit n€IN; ona Vr>n (Inf Fp>—F§ FT—F§<Supr>—F,

pzn p>n

done Vr>n |F,—F|< ‘(Inf F)—F‘v’(Supr)—F

p>n p>n

I

donc  Sup |F, —F| < ‘(Igf Fp> —f‘\/‘(Supr> —F‘
p>n

r>n p>n

_ )(Inf Fn+p>—F’\/’<Sup Fnﬂ,)—F‘ LN

peN peNN
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Notation : On note | Lim F,, | la limite d’une suite F,, convergente p.p. Nous utilisons
n

la méme notation que pour la convergence fine dans PM car il est manifeste que la

convergence p.p. dans FO généralise la convergence fine dans £!.

B.21. Théoréme : Soient F,,F € FO; alors F, 28 F ssi | LA|F,—F| 5 0]

B.22.* Théoréeme :

Une suite F,, € FO est Cpp ssi la suite | ¥,, = Sup ‘ F, - Fn‘ =0
p>n

ms

B.23.* Théoreme : Soit F € FO et soit une suite F,, € FO telle que F, — F;

alorsona |Lim F, < F < Lim F, |.

B.24.* Théoreme : De toute suite Cms on peut extraire une sous-suite Cpp.

B.25.* Théoreme : Pour une suite monotone dans FO les quatre concepts Cms,

Cpp, Dms, Dpp sont équivalents.

C. Convergence plate

C.1. Définition : Soient F,,F, € FO ; alors F, > F ssi

(F,#F} =S(F,-F) 50

Notation : On note | Alim F,, | la limite d’une suite F,, convergeant platement .
n

C.2. Corollaire : La topologie de FO pour la convergence plate peut étre définie par

la pseudo-norme | [|[Fllx = [|S(F) |1 | > [|F|l -

C.3. Théoreme : Soient F,, F € FO, F, 3 F; alorsona S(F,) —S(F) |

C.4. Définition : Une suite F,, € FO est Cauchy-plate (C-plate) ssi la suite

Qa, = sup H{Fp%Fn}Hl = Sup HS(Fp_Fn)”1 — 0
p>n p>n

C.5. Théoreme : FQO est complet pour la convergence plate.
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C.6. Théoreme : B est dense dans FO pour la convergence plate.

C.7. Théoreme : (FO, | |, ] |la) est un espace pseudo-normé complet de Riesz.

D. Convergence exacte

D.1. Définition : Soient F, , F, € FO ; alors, F, 5T i

{F,#F}=S(F,-F) 50

Notation : On note | Elim F, | la limite d’une suite F, convergeant exactement.
n

D.2. Théoreme : VF = (f,) €SX ona | f, >F |

Dém : Il faut montrer {fn#F}QO; ona VnelN
{fn#F}:{fn>F}\/{fn<F}; montrons par exemple {fn>F}i>();
soit o, € K une présentation de la suite fn ;ona VnelN

{(fui>Fy=|{fu>F}—{fu>fu}|<1—0,; donc {f, >F}50.

D.3. Définition : Une suite F,, € FO est Cauchy-exacte (C-exacte) ssi la suite

Sup S (F, —F,)

p>n

Sup {Fp =+ Fn} H

p>n

‘—>O
1

D.4. Théoreme : La suite F,, € FO est C-exacte ssi | S(Fo41 —F,) = 0|,

—0
1

c-a-d ssi Sup S (Fp41 —F,)

pzn

D.5. Théoreme : Soient F,, F € FO, F, > F ; alors on a S(F,) = S(F)|.

D.6. Théoreme : B est dense dans F(O pour la convergence exacte.

D.7. Théoreme : FO est complet pour la convergence exacte.

D.8. Théoreme : De toute suite C-plate on peut extraire une sous-suite C-exacte.

D.9. Théoreme de balayage dans FO :

Soit F€ FO ; alorsona | fFlim aAF=F| et | flim (ma)VFAa=TF|.

oa—r+ 00 o—r+ 00
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D.10. Théoréeme : Soit F, € FO ; supposons que » . H S(Fp) H1 < +00;

n=0

o0
alors >  F, converge exactement dans FO et F, 5 0.
n=0

§ 5. Equations linéaires dans FO

On résoud I'équation | F X = H | d’inconnue X, avec F, X, He FO.

5.1. Théoréme :

Soient F € FO et ¢>0 tels que |F|> ¢ ; alors il existe un unique § € B tel que

1 1 1 1 1
Fg =1; on note gzﬁ . On a de plus ‘F’:mg— et S<§>:1.
c

Dém : L’unicité se démontre comme dans L' (voir Théoreme VI 7.31).

Montrons l'existence ; soit une suite fn € B telle que fn EF et telle que

Vn €N ]fn\zc;ona VnelN %GB et |— g%;
1 1 fn-i—l_];n
deplus VneIN S{———=)=S(—=———)=S(fos1—fn)-
( 41 fn) ( s fu ) !

1
On en déduit que — est une suite exacte dans FO ; or cette suite est bornée par 1,
n

1
donc elle converge exactement vers une fonctionnelle g € B telle que || < —;
c

on peut donc écrire F§ = Elim f, = = 1. Par ailleurs |F||§| = |Fg| =1,

1 1
donc par unicité — = |g| = ‘f ;enfinona 1= S(Fg)=S(F)S(g) =S(9).

5.2. Théoreme : Soient F, He FO tels que S(H) < S(F) <|F|; alors il existe
un unique G € FO telque FG=H et S(G) <S(F).

Dém :

Posons F*=F+1-S(F); ona |F|A[1=S(F)] =0, donc |F*| = |F|+1-S(F)>1,

1 S(F)H
donc — € B existe ; posons G = (F) € FO ; on a clairement S(G) < S(F) ;

E* F*
de plus PG — S(FF)*FH _S(®) (F+[F1*—S(F>])H _ S(F)FF*H p——

Démontrons 'unicité ; soient Gp, Go € FO telsque FG;=H et F Gy=H;
on en déduit F(G; —Gg)=0; donc S(F)S(G;—Gg) =S(G; —Gy) =0,
donc G; — Gy =0.
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5.3. Corollaire : Soient F, H € FO tels que S(H) < S(F); supposons qu'il existe
n € IN* tel que S(F) < n|F|; alors il existe un unique G € FO tel que FG =H

ot S(G) < S(F).

Dém : On applique le théoreme précédent a nF et n H.

5.4. Theoreme fondamental : Soient F, H € FO tels que S(H) < S(F); alors il
existe un unique G € FO telque FG=H et S(G) < S(F).

1 1
Dém : Vn e IN* Iéquation {]F| > —} FX= {|F| > —} H satisfait les conditions
n n
du corollaire précédent ; soit G, € FO la solution unique de cette équation vérifiant la

1 1
condition S(G,) < {|F| > —} ; on aalors aussi Vn e IN* FG, = {|F| > —}H.
n

SRR

donc Vi € IN* S(Gpyy — ) S(F) = H } {\F|2%H S (H)

<[ -{F= Y sm={Fi< }sm< {|F| <} (F)

1
or S(Gpy1—Gn) <S(F), done ¥n e IN* S(Gn+1—Gn)§{|F|§ﬁ}S(F);

On en déduit Vn € IN* (Gpyy — H|F| >

1 1

de plus {|F| < —} S1— S (F), donc la suite {|F| < —} S (F) %0 ; par ailleurs
n n

cette suite est aussi décroissante ; elle est donc déclinante et la suite G,, est exacte.

Soit G € FO la limite de la suite G, ; ona S(G,) =S (G), donc S(G) < S(F) ;
en faisant n — 4+ oo dans I’équation de départ on obtient S(F)F G = S(F) H

c-a-d F G = H. L’unicité se démontre comme au Théoreme 5. 2.

5. rollaire : Inv 'u i
5.5.% Corollaire Inverse d'une fonctionnelle

Soit F € FO tel que | S(F)=1]; alors il existe un unique G € FO tel que FG =1;

1 1 1 1
on note .Onadeplus ’F‘:m et S(F)zl.
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