CHAPITRE V

ALGEBRES DE RIESZ

Une algebre de Riesz est un espace de Riesz muni d'une multiplication vérifiant des
propriétés analogues a la multiplication dans IR. De nombreux espaces de fonctions
constituent des algebres de Riesz ; il en est de méme de certains espaces de fonctionnelles ,

comme nous le verrons plus loin.

§ 1. Algebres de Riesz

1.1. Définition : Une algebre est dite standard ssi elle est associative , commutative

et unitaire.

1.2. Définition : Un espace de Riesz V muni d'une structure d’algebre standard est

une algebre de Riesz ssi

1) Yu,ve VT uwveVT

2) Vu,veV' (uv=0 < uAv=0)

Exemples : £, C, R, PR, W, F sont des algebres de Riesz.

1.3. Théoreme : Dans une algebre de Riesz V on a

1) VueVTt Yo, weV (vgwéuvguw)

2) Yu,veV |uv|=]u||v]

3) VueV wu?= (v)2+ (v)? = |ul? e VT

4) Vu,veV uv=(uAv)(uVwv)

5) Yue VT Yo, weV uwAw)=(uv)A(uw) et u(vVw)=(uv)V(uw)
6) Vu,ve VTt ¥YnelN* (uAv)"=u"Av" et (uVov)"=u"Vo"

7) VueVT ¥YnelN* T1Au"<u<IVu"

8) VueV VnelN* (u"=0 < u=0)

9) Vu,v,weVT [(ugw et v<w et uwng)ﬁugv]

10) Yu,ve VT ¥VneN* (u”ﬁv” & ugv)
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Dém :

1) v—u>0, donc (v—u)z>0; deméme y—x >0, donc v(y—xz)>0,
donc v <vae <wvy.
T Yy

A A\

2) wv=(ut —u )t —v) = (Ut +uv) — (W +uvt) ;

ona >0, y>0 et zy=0, doncaussi xt Ay=0, donc |uv|=|z—y|
=z4+y= @t +u o)+ (uv +uvt) = (ut +u) (vt +v7) =|ul |v].

3) wl=(u" —u7)? =)+ () +2uTu = (u")?+ (w)? = 0;
de méme |ul? = (ut+u")? = (u")?+ (v )* +2utu” = (uh)? + (u”

—~
~—
N

4) (unv)(uvo)=3 (utv—|u—2]) 1 (ut+v+|u—v|)=7[(u+v)?—|u—0v]?]

D=

=1 [(u+v)? = (u—0)?] = uv.

5) u(vAhw)=tulv+w—|v—w|)=3(uv+uw—ulv—wl)

= %(UU‘FUW—WHU—@U!) Z%(uv—l—uw—]uv—uwl) = (uv) A (uw).

6) n=2: urAv2<(uv)V@Ww?Av?)=(uvVu?)A(uvVo?)
=[uwVV)]Av@wve)]=(wAv)(uVv)=uv; donc u? Av?=(uv) A (u?Av?)

= (wuvAuP) A (woAv?)=[u(wAv)] A v (wAv)] = (uAv)?.

3 : par récurrence sur n :
u™ A v" < [(u\/v)u"’l} Al(wVo)v™ ! = (Vo) [u A v = (uVvo) (uAv)"!

v (

Av)" 25 donc u"Av" = [uv(uAv)" 2] Au"A v

IS

(wAU)"2A U] A Juv (wAv)" 2 A 0] < [(wo™ ) Au] A [(u™ v Avm]

[uv
[u (u P A v ] Ao @A"Y = (wAv) (AT = (WA ) (wAv)"T!
= (uA

v)"™ ; par ailleurs (uAv)" <u™ et (uAv)" <v"™, donc (uAv)" <u™Av™.

7) Ona (IAw)"'<1<(AVu)"! donc 1Au"=(1Au)"<TAu<u
<Ivu< (IVu)=1Vu".

8) On a (u220:>u/\u:0), c-a-d (u2:()2>u:0) ; de plus soit n € IN*

1 ,
et u"=0; alors u?" =0, donc u?" = 0, donc par récurrence u = 0.

9) Ona —w<v—u<w, donc |[v—u|<w; parailleursona 0<vw—uw

Tw ; donc

=w—uw)w=@wW—-—u)tw—-(v—u)"w, donc (v—u)"w < (v—u)
w—uw)w=[v-ww]Aw—uw w=[v-—uw)Alw—-—u)"]w=0; dou

[(v—u)"?<(v—u)"|v—u|<(v—u)"w=0, donc (v—u)” =0, ca-d v—u>0.
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10) Supposons u™ < v™; alorsona w(uVo)" ' =u (@ Vor) =u"V (uvmh)
<oV (uv™ 1) = o™ (u Vo) ; en multipliant cette égalité par I'inégalité évidente
"% < (uVw)"? onobtient u™ ' (uVo)" ! < v (wVo)" !, donc par la propriété

précédente u"! < v" !, donc par récurrence u = v.

1.4. Théoreme : Un espace de Riesz V muni d’une structure d’algebre standard est

une algebre de Riesz ssi

') Vu,veV |uv|=|u||v|

2)) VueV (v =0 = u=0)

Dém : Il suffit de démontrer {1’,2’}:>{1,2}.
1) Siu,v>0 ona uv=|u|l|v|=|uv|>D0.

2) Soit ue Vi ona (u)?+ (u)?+2utu” = +u)?=u|*=|ulull

= [(u")? = (u)?] < (u")? + (u)?, donc utu” =0 ; donc aussi

u? = (uf—um)? = (uh)? + (u7)? = [ul?.

On en déduit comme au théoreme précédent Vu,v €V wv=(uAv)(uVwv);

donc uAv=0 = wv=0. Parailleurs Vu,ve V" (uAv)?=(uAv)(uiv)<uv;

donc vv=0 = uAv=0.

1.5. Théoreme : Si V est archimédien la condition 27) est redondante.

Dém : Soit u € V tel que u? = 0. L’examen des démonstrations précédentes nous
montre que la condition 1’) permet d’obtenir les propriétés 1) a 7) du Théoreme 1. 3.
En particulier la propriété 7) donne VA >0 A|u| < 1V (Awu?)=1Vv0 =1, donc
YA>0 Au| <1, donc |u|=0, ca-d u=0.

1.6. Définition : Un espace de Riesz-Banach V muni d’une structure d’algebre de Riesz

est une algebre de Riesz-Banach ssi Yu,v eV |[uv| < [Ju]l o] |

1.7.* Théoreme :

C, R, PR, W, F sont des algebres de Riesz-Banach pour la norme uniforme.

1.8. Définition : Soient V et V' deux algebres de Riesz ; le morphisme de Riesz

¢ : V=V’ est un algébromorphisme de Riesz ssi Yu,v eV | ¢ (uv)= ¢ (u) ¢ (v) |
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8 2. Modules de Riesz

2.1. Définition : Soit V un domaine de Riesz sur une algebre de Riesz A ; on dit que

V est un module de Riesz sur A ssi

1) VueV lu=u
2) Va,be A YueV a(bu)=(ab)u
3) VaeA VueV (a’u=0 = au=0)

2.2. Théoreme : Si V est archimédien la condition 3) est redondante.

Dém : Soient a € A et w €V telsque a?u=0; ona YA>0 \|a| <1V (A a?),
donc Alau| < |u|V (MNa?|u|)=|u|V0=|u|; donc au=0.

2.3.% Théoréme : Si V est un module de Riesz sur A on a

VaceA VueV VnelN* (a”u:() = au:O) )

2.4.% Théoreme : 1) R et PM sont des modules de Riesz sur R.
2) M et Mp sont des modules de Riesz sur W.

§ 3. Algébromodules de Riesz

3.5. Définition : Soient A,V deux algebres de Riesz ; on dit que V est un

algébromodule de Riesz sur A ssi V est un domaine de Riesz sur A et ssi

1) VueV lyu=u
2) Va,be A YueV a(bu)=(ab)u
3) Vae A Yu,veV (au)v=a(uv)

3.6. Théoreme : Si V est un algébromodule de Riesz sur A on a

1) Ya,be A Yu,veV (au)(bv)=(ab)(uv)
2) VaeA VueV Vm,nelN* (a™u"=0 < au=0)

En particulier un algébromodule de Riesz est bien un module de Riesz.
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Dém : 1) (au)(bv)=alu(bv)]=al(bv)u]=a[b(vu)] = (ab)(vu)=(ab)(uv)

+n ., m+tn _ ( m-+n

2) Si a™u™ =0 on a aussi =a™"y au donc au=0.
)

Bien entendu une algebre de Riesz est un algébromodule de Riesz sur toute sous-
algebre cohérente. Plus généralement, soient A et B deux algebres de Riesz et ¢ un
algébromorphisme de Riesz de A dans B ; on définit Va€ A VbeB a.b=¢(a)b;
muni de cette multiplication externe, B est un algébromodule de Riesz sur A.
Réciproquement si B est un algébromodule de Riesz sur A, alors 'application A — B :

a — alg est un algébromorphisme de Riesz.
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CHAPITRE VI

FONCTIONNELLES HILBERTIENNES , BORNEES
ET CARACTERISTIQUES SUR |[a,b]

§ 1. Fonctionnelles hilbertiennes sur [a,b]

L’espace L£? des fonctionnelles hilbertiennes est le N-dual de 'espace semi-normé

(€, Il2); rappelons que L' n’est quun sous-espace du N-dual de (&, ] |). Nous

montrerons, ce qui n’a a priori rien d’évident, que ; de plus £? est un
espace de Hilbert.

1.1. Définition : Une fonctionnelle hilbertienne sur [a,b] est un élément du

N-dual de ’espace semi-normé (&, | |2).

Ou encore : Une fonctionnelle hilbertienne sur [a,b] est une forme linéaire f

sur & vérifiant la propriété : | il existe M >0 tel que Vge & |f(g)‘ < M|l gl

Etant donné que Yge & gl < vVb—al g|, on a nécessairement f € PM.

On note £? Despace vectoriel des fonctionnelles hilbertiennes sur [a,b].

Autrement dit | £* est le N-dual de I'espace semi-normé (&, ||2) | et | £* C PM |.

1.2.* Théoreme : L* constitue un espace de Banach pour la norme || ||, duale de la

semi-norme || ||, définie par HfHH = sup ‘JZ(Q)‘
g€& lgll2=1

1.3.%* Théoréme : R C L? et YVgeR ona |gllu=lgl--

On peut donc noter |V f € £2 Hf”z = Hf”n .

1.4.*% Lemme : V f € £2 ||f||*§\/b—aHfH2.

1.5. Définition : On écrit f, = f ssi | /o= Fll, =0 etonnote | f="2lim f,

on dit que la suite f, converge en norme | ||, vers f.

Le théoreme suivant est remarquable car il contraste complétement avec le cas de PM

et souligne la spécificité de la norme hilbertienne par rapport a la norme uniforme sur &£.
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1.6. Théoreme fondamental : | £ est dense dans L2 |.

Dém : Soit f e £2,

=1, et soit A= {g€5||f )=1}; ona A#0.

Posons a = inf |g|la; ona Yge A 1= f(g9) <|gl2, donc |gl|la>1;
geA

on a donc aussi « > 1. Soit € un réel tel que 0 < e < a et choisissons g € A
tel que |glla < a+e; onadonc 1< a<|g|ls:<a+e.

Soit V:{hGSHf(h):O}; alors VteIR VheV ona g+the A, donc
o’ < |lg+thl3 = llgll3 + 2tg(h) + t*|A]3
a? < a?+2ae+¢e?+2tg(h) + t2||h|3
2|3+ 2tgh) +e(2a+¢e) >0
t2|h)|3 +2tg(h) + 3ae > 0;
onen déduit A’ = [g(h)]*—3acl|h|} <0, ca-d |g(h)|<V3ac ||h]>.
Posons Vke & ®(k)=k—f(k)g; ona f(g)=1, donc Vke & ®(k)eV;
onadonc Vke& [gk)—f(k)|gl3]=[g[®®)]] < VBac|®H)|
< v3az (IIkllz + | F®0)] lgll2) < vBae (I1Klls + Igllzl1k]l2)
=V3ae (1+|gll2) |kll2; onendéduit |g—1gll3f], < V3ae (1+]gll2) ;

donc en posant g, = || g||2 € £, on obtient
gll2
5 V3ace 1
[ g.— fll2 < Talls <||gH2+1)§2\/3045.

Remarque : Cette démonstration permet plus généralement d'énoncer le théoreme suivant :

Soit H un espace préhilbertien réel quelconque ; soit H |'espace vectoriel des formes

linéaires sur H de la forme | {u} : v — <u, v> avec u € H; H peut étre muni d'une

structure d'espace préhilbertien réel en posant V {u}, {v} € H ({u}, {v}) = (u,v);
alors H est dense dans le N-dual de H, c-a-d dans |'espace complet de toutes les formes

linéaires normées sur H.

1.7.* Corollaire : C est dense dans £?.

1.8.* Corollaire : IR[X] est dense dans L.
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1.9. Corollaire : et Viel? ||fll,<vb—alfl,.

Dém : Soit f e L2 et soit une suite f, € £ telle que f, N fiona VnelN

||fn—fH*§\/b—aan—fHQ;donc fo>f,donc ferl'; depluisona VnelN
| falli < Vb—a | full2, donc quand n — + oo on obtient Hle S\/b—aHfHZ.

1.10.* Corollaire : Soient f,, f € £2; alorsona f, EN f= i EN f.

1.11. Théoréme : L2 est un sous-espace cohérent et de PM.

Dém : La cohérence de £? est une conséquence de la cohérence de € et de la densité
de £ dans £?. Démontrons l'intégralité de £2. Soit g € (52)+ et soit f € PM* tel
aue f<g;ona Vhe& [f(B)] < f(Ih]) <g(lnl) < lglzllll2, done fe L.

1.12. Corollaire : Vf € PM ona feﬁzﬁ}f{éﬁz.

Dém
a) = : Soit une suite f, € £ telle que f, 2 f:oalors Vn e N [ful € € et
|fn|3>|f,donc |f‘€£2.

b) < : Soit f € PM tel que ’f‘EEQ; on a f+§’f‘ et f‘ﬁ‘ﬂ,donc fter?
et f-eL?, donec f=fr— f e L2

1.13. Théoréme : L' est un sous-espace cohérent et de PM.

Dém : La cohérence de L' est une conséquence de la cohérence de £ et de la densité
de &£ dans £'. Démontrons 'intégralité de £'. Soit § € (EI)Jr et soit f e PM™ tel
que f < §. Soit g, € ET tel que ¢, —1>§ calors VneIN ona fAg, < gn € (52)+,
donc fAg,e€ (132)+ C (£I)+; or fAgn = fAg=Ff, donc fe (£1)+.

1.14. Corollaire : VfePM ona |fell < }ﬂeﬁl )

Dém : Idem que pour £2.

1.15. Théoreme : Soit fe £2; alorsona | f2< f < 0< f<1|.

Dém :

Ona f>f2>0; parailleurs (1—f)2=1-2f+f><1—f; donc 1—f>0.
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1.16.* Lemme : Vf,geR [ fgls < [fl2lgll2-

1.17. Définition : Dans £? on définit le produit de deux éléments par des limites

de produits de fonctions de €. Plus précisément soient f , § € L% et soient des suites

fus Gn € € telles que fnif et gnig; alors on pose | f§ = lm f, gn | € L.

On montre facilement, & Paide du lemme précédent, que le produit f§ est bien défini.
1.18.* Théoreme : Vf, ge L2 ona 1) f§e L

2) |fg|=1f]13l

) gl < 71l 190

1.19.* Théoreme : Vf e £2 ona ’f}2:f2.

1.20.* Théoréme : V f € £2 ona Hszz\/Hf2”1

1.21. Théoreme : On définit le produit scalaire de deux éléments de £? en posant

vigert |(F.g) = (F3)@) :/fgdx .

1.22.* Théoreme : Vfe L2 YgeR ona |(f,g)=F(9) |

1.23.* Théoreme : (CQ, | |, < , >) est un espace de Riesz-Hilbert.

1.24. Théoréme de balayage dans L£? :

Vferl? ona 2lim oA f=f| et 2lim (—a)VfAa=]f|

a—+ 00 a——+ 00

Dém : Analogue au cas de L.

§ 2. Racine carrée d’une fonctionnelle sommable positive sur [a,b]

2.1. Lemme : Vu,v€R" ona (Vu—+v)? < |u—0l.

Dém : Vi~ o] < Vi + v/
V- Vit < (Va+ yo) Vi - Vol
(Vi —v/0)? < Ju—o.
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2.2. Corollaire : ¥V f, g€ &t ona |[VFi—glli <|f—glh-

Dém : Ona Vielab] [VFT - va@]? < £ o),
done VT -vals = [ WVIB - va@]*ar < [ 150 g ar = 15 -glh

2.3.* Théoreme : Soit | f € (£1)+ et soit une suite f, € £ telle que f, N f;

alors la suite /f, converge dans (£2)+ vers une limite indépendante de la suite

particuliere f,. On note cette limite | /f | € (52)+

2.4.*% Théoréme :

Vet <\/f> f + ce qui implique symboliquement | (£2)*= (£1)"|.
2.5.% Théoreme : V fe £' /f2 = |f].
2.6.* Théoreme : ¥ f, ge (L) Vfi = V3
2.7. Lemme : Vf, g€ L2 ona [fg:o = |f+3d| = \f|+ygy]
Dém : [f+g| = +g*+2fa=|Ff"+al*+2|fal = (|F]+13])°;

on en déduit |f—1—f]‘ = ‘j‘:|—|—|§|

2.8. Théoréme : V f, g€ L? ona [ff]:O & |f‘/\|§|:0].

Dém : a) = : Ona |f+§|=|f|+|g], donc |f|A|g|=0.

b) < : Ona ‘f—|—§|:’f‘—|—]§| et donc aussi ]f—g\=|f]+|§|;

done (f+3)? = (f —3)*, done fj=

§ 3. Fonctionnelles bornées sur [a,b]

L’espace B des fonctionnelles bornées est le N-dual de I’espace semi-normé (5 Al ||1) .
C’est aussi I'espace des fonctionnelles f de £ pour lesquelles il existe M > 0 tel que

[fl <M.

3.1. Définition :

Une fonctionnelle bornée sur [a,b] est un élément du N-dual de ’espace

semi-normé (&, || |1).
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Ou encore : Une fonctionnelle bornée sur [a,b] est une forme linéaire f sur

£ vérifiant la propriété : | il existe M >0 tel que Vge & |f(g)] < M| gl|.

Etant donné que Vg€ & gl <vb—al gl2, on a nécessairement | f € £ |.

On note B l'espace vectoriel des fonctionnelles bornées sur [a,b].

(Nous préférons cette notation a la notation usuelle £ car les propriétés de 'espace B

nous paraissent trop différentes de celles des espaces £' ou L£?).

Autrement dit | B est le N-dual de 'espace semi-normé (€, || [|1) | et | B C £2].

3.2.* Théoreme : B constitue un espace de Banach pour la norme || ||p, duale de la

semi-norme || ||;, définie par ||fHB = sup }f(g)‘
ge&, llglh=1

3.3.* Théoreme : (B, | |, || |z) est un espace de Riesz-Banach.

3.4.% Théoreme : R C B C L2 etona VfepB HfHQS\/b—aHfHB.

3.5. Théoréme : | Soit f € PM ; alors f € B ss’il existe M >0 tel que |f‘ <M.

Dém
a) = : Soit f € B; alors il existe M >0 tel que Vg€ & |f(g)| < Mgl ;

on peut donc écrire Vg € EF !f‘(g) = sup |f(h)‘ < sup M|kl < M|glh,
he &, |h|<g he&, |h|<yg

c-a-d tres exactement } f | <M.

b) < : Soit f e PM et soit M >0 tel que }f’ < M ; alors on peut écrire
Vge & [fo)] <|Fl(lgl) < Mllgls, c-ad feB.

3.6.* Corollaire : Vf€ B ona Hf”B = inf +]\/[ )
MeR
Mz ]|

3.7.% Théoreme : 1) VfeR |[{/}s </l 2) viel [I{/3s =/

3.8. Théoreme : R est la fermeture de £ dans B.

Dém : Nous aurons besoin d’un rappel relativement détaillé de la structure de R :
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On note R*® l'espace vectoriel des fonctions réglées normalisées. c-a-d des fonctions
—_—— )

1
réglées telles que Ve € [a,b] f(c) = 3 (1?}1]0 + lgn f> . R*® n’est pas une algebre.

On note R, l'algebre des fonctions réglées presque nulles, c-a-d des fonctions réglées

telles que V¢ € [a,b] lim f = liin f =0, ou encore des fonctions réglées nulles sauf

sur un ensemble fini ou dénombrable de points de [a,b].

R* et Ro sont des sous-espaces fermés de R pour la topologie uniforme, et on a

R=R*®R.|.

Enfin on note £°* = & N R* l'espace vectoriel des fonctions étagées normalisées ;
E*® est dense dans R*® pour la topologie uniforme.

Démontrons maintenant le théoreme ; nous utilisons la propriété élémentaire mais essen-
tielle : VfER [feER. & {f}=0];

on en déduit clairement R®* =R et E* =E&; deplus |V feR® [|[{f}Is =S|

L’application R* — R : f — {f} est donc une isométrie bijective entre les espaces
normés (R, || ||) et (R, |s) ; elle fait en outre correspondre les espaces £* et & ;

le théoreme résulte alors de la densité de £° dans R*® pour la norme || ||.

Remarque : La fermeture de £ pour la norme || ||p n’apportant rien de foncierement
nouveau, 'intérét de cette topologie s’en trouve fortement réduit ; en fait la norme || ||

est plus utile comme borne que comme norme.

3.9.% Théoreme = VfeB | |F] <[ Flla| et |75 < 70 71 |

3.10.* Corollaire : Soit une suite fn € B telle que fn EN f € L' supposons qu’il

existe M >0 tel que Vn e N ‘fn‘SM;alorsona Hf||B§M et fnif

3.11. Théoréme : Soit une suite f, € £2 telle que f, EN fe L£'; supposons qu’il

existe ﬁ€(£2)+ tel que Vn e IN ]fn\gﬁ, alorsona | feL£? et fnif

Dém : Ona VnelN —F< f, < F,donc Vhe E" —F(h) < f.(h) < F(h)
or Yhe& fo(h)— f(h); donc Yhe EF —F(h) < f(h) < F(h),

donc —ﬁgfgﬁ,donc }f!gﬁ,donc fer?; posons VnelN
Qn:|fn—f|€(£2)+; on a gn—l>0 et VnelN §n§2ﬁ:é€(£2)+.

Soit € >0 et soit k€ IN tel que ||é—(k/\é)H2§€;
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ona [[gulle <||EAGull2 + [|gn—(KAGn)]2; or VREIN ona

0< kNG — kNG <G —Gp: done Gn— (kAGn) <G — (kAG),

done || gn = (kA G) 2 < [|G = (kAG)|[, < e done [|gallz < [[EAGall2 + & ;
or la suite kA g, est bornée (par k) et on a k:/\gn—1>0, donc k/\§1n3>0;
donc lim [|§,||2 < € ; comme & est arbitraire on a §, 230, cad fo > f.
3.12.* Théoreme : VfeB VgeL? ona HngQS HfHBHgHQ

3.13.* Théoréme : Vf,geB ona 1) fgeB

2) [Falls <l Fllglals-

3.14.*% Théoreme : BB est un sous-espace cohérent et de M.

3.15.* Théoreme : B est une ‘ algebre de Riesz-Banach ‘ pour la norme || ||5.

3.16.* Théoréme : L' et L£? sont des modules de Riesz sur B.

3.17. Théoréme de convergence monotone dans L2 :

Soit fn € £? une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
| anQ < M ; alors f, converge en norme || ||2 vers une fonctionnelle f € £2 ;

on a donc aussi lim anH2 = HfHQ

Dém : On peut supposer la suite f, croissante et positive ; on démontre comme

dans le cas de PM que Yhe £ f,(h) converge dans IR ; on définit Vh e &

f(h) = lim f,(h); f est une forme linéaire sur & ; de plus f, N f et Vheé
|f(h) = lim ‘fn(h)‘ < M||hl||2; donc f € £?; on peut donc écrire Vn € IN

0< f, < feL?; onen déduit f, EN f, d’apres le Théoréme 3.11.

IA

3.18.% Lemme : Vf,geR | fgl <I[flls gl

3.19. Définition
VieB et Vje L' on définit le produit f§ de la manidre suivante : soit une suite

gn € &€ telle que gn—l>§; alorsona VnelIN ||fgn—f§”1§HfHBHgn_g“l5

~gnéaun une suite de Cauchy dans on peut donc poser ~§: im Ngn c L.
f tant te de Cauchy d Lt td f Yim f Lt

On montre facilement que le produit f g ne dépend pas de la suite particuliere g, EN g.
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3.20.* Théoreme : VfeB VgeLl' ona 1) fge L'
2) [fg|=1f]13l
3) 1fall, < Alls gl

§ 4. Fonctions wversus fonctionnelles

4.1. Définition : V f €W onpose |{f}=/f.{1} | e M;

b
{f} est donc la mesure | &€ - 1R : g»—>/ fgdx|.

Nous verrons plus loin qu’en fait V f € W {f} € £'; on appelle {f} la fonctionnelle

associée a f ; c’est la généralisation de la Définition 2.6. du Chapitre I.

Comme dans R on remplacera communément la notation {f} par la notation f.

4.2.* Théoreme :

L’application | W — M : f— {f}| est un morphisme de Riesz.

4.3.% Corollaire : |V f,geW {fVvgt={f}Vi{g} et {fAgt={f}r{g}].

4.4. Théoreme : | Soient f,, f €W tels que f, 3>f; alors {f.} = {f}|.

Dém : C’est le théoreme de Lebesgue dans W appliqué a g = {]1}

Notation : Onnote W = {{f}eM || feW} C M ; cest I'image du morphisme

du Théoreme 4.2. On utilise une notation analogue pour tous les sous-ensembles de W.

4.5. Théoreme : | W C B| et YfeW [|flls <I|fll|

Dém : Soit d’abord f € PR et soit une suite f, € £ telle que f, L f et
VneIN | fulle <|Ifll; alorsona {f,} = {f}, donc {f} € L'; de plus

{FHs < [ f1l, done {f} e B.

Soit ensuite f € W et soit A= {{g}| gePR et g<f} C L'; comme A est

une partie de £!' dominée supérieurement et stable pour la loi V, on a par définition
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{f} = Sup A ; il existe donc une suite g, € PR telle que {g,} = {f}; donc {f} € L.
Deplus Vge A ona |gls <|gll<|[fll, donc [{fH[s <I[fll, donc {f} € B.

4.6. Théoreme : | W = B |.

Ce théoréme signifie qu’en fait Uapplication W — B : f — {f} est surjective.

Plus précisément tout f € B peut étre représentée comme une limite simple bornée

de fonctions pseudo-réglées.

Dém : Soit f € B ; soit une suite bornée f, € £ telle que {f.} N 7

s 17 7 . X
en considérant éventuellement une sous-suite on peut supposer | {f,} —

Posons Vp>neIN g, , = fuNfari A...ANfp, € E et VnelN

gn=inf f, € PR; quand p— +0c0 ona VnéelN gn,pggn, donc

{gn,p}_1> {gn}s caed {fd A {fard A ALY 2 {90}, c-id Inf {f,} = {ga}.

Posons ¢ = sup gn = hm fn €W ona g, L g, donc {gn} 5 {9}, cad
Sup {g.} = (g} e le (= Sup (Inf (£}) =g} s or () 5]

donc f = Lim {f,} = {g} € W. La fonctionnelle bornée f peut donc étre

représentée par g € VW qui est limite simple bornée des fonctions g, € PR.

4.7.* Théoreme :

L’application | W — B : f+— {f}| est un algébromorphisme de Riesz.

4.8.% Corollaire : |V f,geW {fg}t={f}{g}=rAg}]

4.9.* Théoreme : 1) L' et £? et B sont des modules de Riesz sur W.

2) B est un algébromodule de Riesz sur W.

4.10. Définition : On pose Z = {f ew H {f} = 0} : c’est l'espace des fonctions

universelles nulles presque partout.

b
4.11.*% Théoréme : Vf €W ona [fEZ <:>/|f\dx:0}.

4.12.* Théoréme : Z est un idéal cohérent et intégral de W ; deplusona | B= W/Z
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§ 5. Fonctionnelles caractéristiques sur [a,b]

Les fonctionnelles caractéristiques jouent dans notre théorie le role des (classes de)

sous-ensembles mesurables de [a,b].

5.1. Définition : f € £2 est une fonctionnelle caractéristique sur [a,b] ssi | f2=f|.

On note IC:{fEEQI‘fQZf}.
5.2. Théoreme : VfeK ona 0<f<1 e 1—fek.

Dém : Ona f=f2>0;deplis (1-f)?=1-2f+f*=1-F,
donc 1—fek et 1—f>0.
5.3. Théoreme : Vf,jek ona f<§ < fg=F.

Dém :

a) = : Ona §<1,donc f§g< f; parailleurs f(§—f)>0, donc fg>f.

b) «:Ona g—f=g—fg=g(1-f)>0.

5.4. Théoreme : Vf,gelC on a f§§

(3

—fek.

Dém : Ona (G—fP—(G-f)=Ff+i—-2fG-g+f=2(—-Fd),
donc §—fek ssi fg=F, cad ssi f<3.

5.5. Théoreme : Vf,gelC on a fVQEIC, f/\gelC et |f—§]‘€/€.

Dém : (fvg?=f2vgi=Ffvg et (FAG>=F>NG>=FfAG;
A

d’autre part |f—g\:f\/g—f/\g, or fAG<fV§, donc |f—§]‘€/C.

5.6. Théoreme : Vf, gek ona fg=fAg.

done fg=34(f+a-|f-3g])=7Fng.

5.7. Théoreme : Vf e K ona Hle = Hf”z :

5.8.*% Théoréme : V f,, f€K ona n—1>f<:> n—2>f
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5.9.% Théoréme : K est une partie fermée de £2 et de L!.

Dém : Soit f, € K convergeant en norme || || vers f € £?; alors f, (1 — f,)
converge en norme || ||; vers f(1—f)e L'; or YneIN f,(1—f,) =0; donc
fA=f)=0 et feK.

5.10.* Corollaire : Soit A une partie de K ; alors Inf A€ K et Sup A€ K.

5.11. Définition : Onnote |EK={fe& | fP=f}={feR|fP =/}

5.12. Théoreme : | EL =ENK est dense dans K |.

Dém : Soit fe€ K ; soient ¢ >0 et g€ ET tel que ||f—gH1§5;
posons h=1Ag; ona Hf_h||1 = H]l/\f—]l/\ng <\If=gli<e;
n
on peut écrire h = > «a, 1y, oules I, sont des intervalles formant une partition

de [a,b] et ou Vrel,n]] a,€][0,1].
Ona Vrel[l,n] (f—a)l, =0—-a,)fl, —a,(1—f)1y, ;
=(1—a,)fli, +a,(1- ),

1+a7“||(1_f)11r

or fA(l—f)=0, donc |(f—ar)llr

1 = (1_O‘r) Hf]‘lr

donc H (f —a,) 15,

19

par convexité on peut donc écrire

LS —ant,

ou bien || (1 — f)1y,

ou bien || flIT

p S H(J?_O‘T)llr

17 1

Vrel[l,n]] posons B, =0 oul suivant que

1l < 1 =an 1l ou [0 =Pl < (- anly,

1

onadonc Vre[[1,n] [[(f-pB.)11,

1 S H(f_o‘r)llr

19

posons k= > (.11, € EK; ona f—k = Z(f—ﬂr)llr, donc
r=1

r=1

1 = Zn: H(Jz_ar)llr 1= ||f—h||1§ €.

r=1

17 =#l = 3 1681,

Notation : Dans certains contextes, a des fins de clarification et de simplification,
nous noterons les fonctionnelles caractéristiques, c-a-d les éléments de K, par des lettres

grecques minuscules sans tilde.
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5.13. Théoreme :

Soit une suite o, € K telle que o, L0 calors Vel ona o,f L.

Dém : Soit € >0 ; soit a >0 tel que H}f‘—‘ﬂ/\a”lgg; soit N € IN
telque Yn>N |o,]i <e/a; ona an‘ﬂzan(’f‘/\a)+an(‘f|—‘f|/\a)
gcrna—i-{ﬂ—b?‘/\a;onendéduit Vn>N

||aan1§aHanH1—|—|Hf‘—|f‘/\ozH1§28; donc anf—1>0.

5.14. Théoreme : Soit R un ouvert de [a,b] ; alors R est réunion finie ou dénombrable

d’intervalles ouverts disjoints J ; de plus 1g € PR et || 1g|r = D [Tkl |-
k

Dém : Vaz €R notons J, lintervalle ouvert de longueur maximum contenant z ;
il est clair que [Jx NnNJ,#0 = J, =17, } ; les J, sont donc disjoints. Considérons
Vn € IN* 'ensemble des J, tels que |J,|> % ; puisque la somme des longueurs de ces
intervalles est inférieure a b — a, leur nombre est nécessairement fini ; on en conclut que
I’ensemble de tous les J, est fini ou dénombrable ; par ailleurs Vn € IN* notons R,

1
la réunion des J, tels que |J.| > —; R, est une suite croissante et ona R = |J R,,
n

donc 1g = sup lg, ; onen déduit Ig € PR et |Lg|s = sup |[Lg, |1 = D [Js]-

5.15. Théoréme : Soit f € K ; alors il existe une suite décroissante d’ouverts R,, de |
a,b] telle que f = Inf Ig, ; de méme il existe une suite croissante de fermés F,, de [a
n

n

b] telle que f= Sup 1, .

Dém : Soit une suite de EKX convergeant en norme || ||; vers f; on peut en extraire
une sous-suite f, € EKX convergeant finement vers f. Identifions les fonctions f, & des
fonctions caractéristiques d’ouverts de [a,b] ; soient donc A, des ouverts de [a,b] tels
que Vn e€IN f, =14, ; alorsla suite g, = Sup 15, est décroissante et f= Irr}f Jn -

p=zn

En identifiant la fonctionnelle §,, a la fonction caractéristique de 'ouvert R, = [J A,,
p=n

on obtient bien f = IIr}f 1g, -

De méme nous pouvons identifier les fonctions f,, a des fonctions caractéristiques de
fermés de [a,b] ; soient B, des fermés de [a,b] tels que Vn € IN f, =1g, ; alorsla
suite ﬁn = pII>1£ Ig, est croissante et f = Sup l~1n En identifiant la fonctionnelle l~zn a

n

la fonction caractéristique du fermé F, = () B,, on obtient bien f = Sup 1, .
p=n n
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5.16.* Corollaire : Vf € K ona Hle = inf ||1g]1 = sup ||Lg| |-

R ouvert F fermé
Ir2>f 1< f

Remarque : Ce résultat correspond a la définition classique de la “mesure de Lebesgue

d’un ensemble mesurable” .

§ 6. Pseudo-mesures booléennes

6.1. Définition : Un treillis T est distributif ss’il vérifie la double distributivité :

Va,b,ceT aAN(bVe)=(anb)V(anc) et aV(bAc)=(aVb)A(aVec)|

6.2. Théoreme : Chacune des deux distributivités implique l'autre.

Dém : Supposons la premiere distributivité vérifiée ; alors on peut écrire Va, b, c€ T
(aVb)AN(aVve)=[(aVb)ANa]V[(aVb)Ac]= (aNa)V(aAb)V(aNc)V (DAc)

=aV(aANb)V(aNnc)V(bAc)=aV(anc)V(bAc)=aV (bAc).

6.3. Définition :

Un treillis distributif T est un treillis de Boole ss’il satisfait aux conditions suivantes :

1) T possede un élément minimum noté 0 et un élément maximum noté 1.

2) VaeT ilexiste beT telque [aAb=0 et aVb=1];

(b est totalement déterminé par a et se note a).
Exemples : EX et K sont des treillis de Boole.

6.4. Définition : Une fonction additive bornée sur un treillis de Boole T est une

application ¢ : T — IR vérifiant les conditions suivantes :

1) Va,beT |anb=0 = ¢(aVd)=¢(a)+ ¢(b)|;

en particulier | ¢ (0) = 0 |.

2) Nlexiste M >0 telque |[VaeT |¢p(a)|< M|

La condition 1) implique Va,beT |¢(aVbd)+ d(andb) = ¢(a)+ ¢(D)].
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6.5. Définition : Une pseudo-mesure booléenne sur [a,b] est une fonction additive

bornée sur le | treillis de Boole £ |.

Notation : On note PMp l'espace vectoriel des pseudo-mesures booléennes sur [a,b].

6.6. Théoreme : Toute pseudo-mesure booléenne sur [a,b] s’étend de maniere unique

en une pseudo-mesure sur [a,b].
Dém

Soit ¢ € PMp ; soit h € EK ; on peut écrire h = > a, 11, (avec ¥Vr «, € R), ou

r

les I, sont des intervalles disjoints deux & deux ; on pose alors | ¢ (h) = > a, ¢ (11,) |;

on voit, grace a la propriété 1), que cette valeur est indépendante de la décomposition
choisie pour . De plusona | f(h)] < X |ar|[¢ (1) < ]l X |6 (1r,)] < M ||A]|.
Il n'est pas difficile de montrer que cette extension de f & & est linéaire ; donc f € PM.

L’unicité est évidente car V¢ € PM on a nécessairement ¢ (h) = > a, ¢ (11,).

6.7. Corollaire :
L’application PM — PMp : f — flexc est un isomorphisme linéaire.

Autrement dit une pseudo-mesure booléenne n’est ni plus ni moins que la restriction

d’une pseudo-mesure a EIC, ce qui peut s’écrire | PMp = PM| K|

Notation : Soit a, une suite dans un treillis de Boole ; en cas d’existence, on note

V a, le majorant minimum de a, et A a, le minorant maximum de a,.
n n

6.8. Définition : Un treillis de Boole T est complet ssi \/ a, et A a, existent
n n

pour toute suite a, € T.

Exemple : K est un treillis complet de Boole.

6.9. Définition : Une fonction additive bornée ¢ sur un treillis complet de Boole T

est dite g-additive ssi elle satisfait 1'une des trois conditions équivalentes suivantes :

Condition (1) :

Soit une suite a, € T telle que Vi#j a;Na; =0 ; alors ¢ (\/ an) = > o¢(ay,).

n n

Condition (2) : Soit une suite a, € T, décroissante ; alors ¢ (\ a,) = lim ¢ (a,).

n
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Condition (3) : Soit une suite a, € T, décroissante et telle que | \ a, = 0 |;

alors ¢ (a,) — 0.

La condition (3) est remarquable car, contrairement aux deux autres, elle a un sens
pour n’importe quel treillis de Boole, complet ou non.

Appliquée au treillis de Boole K, cette condition s’écrit :

6.10. Définition :

Soit f € PM ; alors f est g-additive ssi f vérifie la condition suivante :

Condition (4)

Soit une suite o, € EX, décroissante et telle que | o, — 0| ; alors f(an) — 0.

Par ailleurs la condition d’hypercontinuité, donnée au I 8.1, peut se réécrire :

6.11. Définition : Soit f & PM ; alors f e M ssi f vérifie la condition suivante :

Condition (5) : Soit une suite décroissante d’intervalles owverts J,, C [a,b],

telle que N J,=0 (c-a-d Ly, >0); alors f(1y,)— 0.

Le théoreme de Lebesgue dans € nous assure que la condition (5), a priori plus faible

que la condition (4), lui est en fait équivalente. On en tire la conclusion suivante :

6.12. Théoreme : Soit f € PM ; alors | fe M < f est o-additive |.

Autrement dit une pseudo-mesure est o-additive ssi elle est une mesure.
Le théoreme de Lebesgue dans £ nous permet aussi d’énoncer le théoreme suivant :

6.13. Théoreme : Soit f € PM ; alors f € M ssi pour toute suite o, € EK on a

o

o, =0 = f(o,) —0

§ 7. Support d’'une pseudo-mesure

Le support d’une fonctionnelle correspond a la notion classique du support d’une fonc-
tion , mais notre définition est suffisamment générale pour s’appliquer de fait a toutes les
pseudo-mesures. Cette extension se révelera tres précieuse pour la bonne compréhension

(et la démonstration) du théoreme de Radon-Nikodym .
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7.1. Définition : On pose Y f & PM : | support de f = S(f) = Sup ]1A(n‘f|) :

nelN

S( f ) est bien défini grace au théoreme de convergence monotone : en effet 1 A (n } f {)
est une suite croissante et majorée par 1 dans PM™ ; remarquons de plus qu'on a
S(f) <1, donc S(f) e B*; nous verrons quen fait S (f) € K.

Cette définition s’interprete aisément en constatant que :

S(F)=0 “laou” f=0 et S(Fl=1%la ou” f#£0.

7.2.% Théortme : V€ PM ona 1) [0<S(f)<1|

2) | S(|f])=s(/)

3) [VAeR* S(\f)=S(f)

1 [s@aalf])=sh.

7.3. Théoreme : ¥V f, ge PM*Y ona 1) |S(fAG) =S(f)AS()

7.4.% Théoreme : V[, g€ PM" ona [[f<g = S(/)<8(3)].

7.5. Théoreme : Vf, g€ PMY ona |S(f+3) =S(f)VS(G <S(f)+S()|.

Dém : Ona fvg=35(f+g+|f+3])<3(f+a3+F+a)=F+3.
donc S(fV§) < S(f+3); de plus on a clairement f\/gz%(fﬂ}),
donc S(fVg) = S[2 f\/g}<S(f—|—g)§S(f\/g).

Dém : S(f+g)=S8
= S(f)+5(3) -S(fAg) = S(f) +5(9)-

7.7.% Corollaire : Vfe PM |S(f)=S(fH)VS(f)=S(f)+S(f)|.
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7.8. Lemme : VfeL? ona |[LAf2<IA|f|<LV|f]<1Vf2)

Dém : Vrai dans &, donc vrai dans £? par densité.

7.9. Théoreme : Vfe L2 ona | [S(H)] = S(f2)=5(f)|

Dém : [$(f)]" = Sup (LAn|F])" = Sup 1A (n2f2) = 8 (F?) ;
or YneIN LA (n2f2)<1A(n|f|), done S(f?)<S(f);
par ailleurs Vn € IN* n?|f| <1V (n'f?), donc n|f|<(1/n)V (n®f?),
donc LA (n|f])<LA[A/n)v (R*f2)] =[LAQ/0)]V[LA(n®f?)]
= (1/n) vV [LA (n®F?)].
En faisant tendre n vers + oo on obtient S(f) < 0V S (f?) = S(f?).

7.10.* Corollaire : ¥V fe £? ona |S(f)eK|.

7.11. Corollaire : ¥V fe PM ona |S(f) ek |

Dém : Ona LA|f|eBcCL? donc S(f)=S(LA|f])eK.

7.12.* Corollaire : V f, g€ PMT ona S(fAG) =S(f)S().

7.13. Théoreme : Soit f € PM ; alors les trois conditions suivantes sont équivalentes :

1) fek 2)¥YnelN* IA(mf)=Ff 3)S(H=7F|

Dém :

a) (1)=(2) : vrai dans EKX, donc vrai dans K.

b) (2)=(3) : ona YneIN* LA (nf)=Ff, donc S(f)=f.

c) 3)=(1) : f=5(f)ek.

7.14. Théoreme : Vfe€ PM ona |S(f)=0 < ]l/\|f’=0.

Dém :
a) = ]1/\‘ﬂ§8(f):0.

b) <« : Vne IN* llA(n‘f‘)gn/\(n}f‘):n(]l/\‘ﬂ)zo, donc S(f) = 0.
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7.15. Théoréme : V f e (£2)+ ona fS(f)=7F.

Dém : Ona YnelN f> fA(nf?)=F[1A(nf)], donc f>FS(f);

par ailleurs on peut écrire Vn € IN* nf<]1\/( f2),
donc fgf/\[(l/n)\/(nf )]:[(1/n)/\ﬂ\/[f~/\(nf2”,
donc f<(OAN)V[FS(NH]=0V[fS(H]=FS{).

7.16. Théoréme : V f, g€ £2 ona [ff]:() & fS(g):O}.

Dém
a) = : Ona VnelN O—‘f‘ (n ‘f ) = ‘f”]l/\ n|gl)] ;
b) <= : Ona 0:‘f8~‘ ‘|S(
donc 0 =|f[1g1S(Ig])=|f]lgl=|fg|; donc fg=0

7.17. Lemme : Vfe£? ona fS(

Dém : fS(f)=

(f*
=f+S(f+) sy =11 =

7.18. Théoreme : Vfe L' ona |fS(f)=7F]|

donc fS(§)=0.

) =
- s - f) (fr=F)[SUF) +8(F)]
f.

Dém : Posons VneIN §,=nAft—nAf e B;:ona YneIN §,S(fn) = Jn :

or S(Gn)=SnAfH)+SAf)=S(F)+S(f)=S(f);

VnelN gnS(f):gn; de plus §n—1>f+—f_:f, donc fS(f):

7.19.* Corollaire : Vfe L' ona [S(f)=0 & f=0].

7.20. Théoréme : Soient f € (£1)+ et §€ PM™T ; alors on a

donc

f.

Sup [fA(mg)] =FS(@) |

Dém : Clest évident si f € EF ; soit alors f € (E1)+ et soit une suite f, € ET

tellequefnﬁf;onaVn p €N !fn pg)—fA pg‘
B:Sup[f/\(ng)} quand p — + oo on trouve Vn € IN ‘fn

et quand n — + oo on trouve !fS 9) —h|:0, c-a-d h:fS(g).

‘fn_

; on pose

} ‘fn_f

)

7.21. Théoreme : Soient f,, f € PM, f, = f; alorson a

IS (

Dl = tim IS (£l |
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Dém :

Ona Yn,peN 1A (p|fa]) < S(|fa

)

), done [ 1A (p[ful) [y = IS ([Fal) Iy
done VpeN |[1A(p|f])], < lm [S(]f])]

ISl < i 18],

, 5 en faisant p — + oo on obtient

7.22. Théoréme : Soient f,, f € PM, f, = f: alorson a S(f) < Lim S(f,) |.

Dém :

Ona Vn,peN 1A (p|fu]) < S(|/a

), donc 1A (p|fa]) < Sup S(I1f]) ;
donc Vpe N lA(p’f})Sm S(‘fn});enfaisant p — 4+ o0 on obtient
S(f) < Tim S(f,).

7.23. Corollaire :

Soient f,, f € PM*, f. = f, f. suite croissante ; alors ona | S(f,) EN S(f) |

Dém : La suite S(f,) est croissante, donc Yn e IN S(f,) <S(f),

donc Sup S(f,) < S(f) : par aillewrs S (f) < Lim S(f,) = Sup S(fu).

7.24. Lemme : Vf,ge (£2)" ona (FAGP< fi=(fV3 (FAG).

Dém : Vrai dans £, donc vrai dans (£2)+.

7.25. Lemme : V[, g€ B ona S(fg)=S(f)S(@).

Dém : Soit M € 1R, M >0 tel que f\/QSM; alorsona Vn e IN
AT (A" < 1A [0 (FD)] < 1A [nM (FA9)]
donc quand n — 4+ oo on obtient S[(f/\f])Q} SS(fg)S S(f/\f]);

or on a S[(f/\g)Q} = S(ng) = S(f)S(g), donc S(fg): S(f)S(g)-

7.26. Théoréme : V f, g€ £2 ona S(ff]) =S(f)S(g) |

Dém : Supposons d’abord f, § € (£2)+ s posons VneIN f,=nAfeBt
et go=nAgeBt;ona VnelN S(fnf]n) = S(f2) S(§y) ; or on sait que
fn 2 f s Jn EN g et donc fn Jn EN f g ; de plus ces trois suites sont croissantes,

donc S(ff]):S(f)S(g).
Soient alors f, g€ £?; ona S(fg) =S(|fg|)=S(f])S(gl) =S(f)S().
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7.27. Corollaire : ¥ fe (£')" ona |S <\/?> =S(f) |

7.28. Théoreme : VfeB Vge L' ona |S(f§)=S(f)S@) |

Dém : analogue a la précédente.

7.29. Théoréme : Vfe L' ona S(f):Inf{UEICH of =f}.

Dém : Posons ﬁ:Inf{JEICHaf:f}'ona S(f)f =/, donc S(f)ZE'
par ailleurs soit o € K tel que of = f; ona S(f)= S(cf) =
= 0S(f)<o; donc S(f)<h.

7.30. Théoreme : YfER VGge PM ona |S(fg) =S(f)S@) |

Pour démontrer le théoréeme on utilise les lemme suivants :

Lemme 1 : Vo €EK Vge PMY ona 1A(0g)=o0cA

N}

Dém :

Ona 1A(cg)=(c+1-0)AN(cg)=0cAN(cg)+(L1—0)A(cg)=0A
deméme ocANg=ocA[(c+1—0)g]l=0cAN(0g)+oA[(1-0)g]l=0cN(0G).

Lemme 2 : Yo €K Vge PM" ona S(0g)=S(c)S(g).
Dém : S(0g)=S[1A(cg)] =S(eAd) =S(0)S(7).
Lemme 3% : Vfe&t VYge PMY ona S(fg) =S(f)S(g).

Lemme J* : VfeRY Vge PM™ ona S(fg)=S(f)S().

7.31. Théoréme : Inverse d’une fonctionnelle sommable

Soient f €Ll et ¢>0 tels que ‘f| > ¢ ; alors il existe un unique g € B tel que

’%‘:‘THS% et S(%)zl.

fﬁzl;onnote g = . On a de plus

=
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Dém : Montrons d’abord I'unicité ; soient g1, go € B tels que fgl = fgz =1;
on en déduit f(§1 —g2) = 0, donc S(f) S(G1—g2) = S(§1—§2) = 0, donc 1 = Gs.

Montrons maintenant 'existence. Soit une suite f, € £ telle que f, EN f et telle que

1 m n

VneIN |fu]| >c¢; ona VnelN <1 et Vm, nG]N‘——— ‘f — /.

n fn fmfn

1
< — Ifm = fulli 5 on en déduit que — est une suite de Cauchy dans L', donc
& n
convergente vers un élément g € £'; on a clairement |g| < -, donc g€ B;
de plus on a bien f§ = 1hm fn =1.
In
- - 1 1

Par ailleurs !f‘ || = }fg‘ = 1, donc par unicité m =|g| = ? : enfin on a
1=5(f9)=5(/)S(@) =S
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CHAPITRE VII

THEOREME DE RADON-NIKODYM
COMPLEMENTS

Le théoreme de Radon-Nikodym affirme que 'espace des pseudo-mesures de support

nul est un supplémentaire de £! dans PM.

§ 1. Théoreme de Radon-Nikodym

1.1. Définition : On pose V fe PM* | f*= Sup (nA f) |.

nelN

f * est bien défini par le théoreme de convergence monotone car n A f est une suite
croissante et dominée par f dans PM™T ; de plus Vn € IN fn < n e L, donc
VnelN f,¢€ (El)+, donc f* e (£1)+.

1.2. Définition : Onpose Y fe PM | f*= (fH)* = (f)*|eL

f* se nomme la partie fonctionnelle de f .

1.3. Théoréme : VfePM ona ‘f’z‘f’ﬁ‘f‘.
Dém
Ona VnelN ﬂZn/\‘f‘:n/\f*—l—nAf_;donc ‘f‘z‘f°:(f+)'—|—(f_)';

or (fR)*A(fT) < JPAfT=0, donec (fH)*A(f7)* =0, donc [f[* =[]

1.4. Théoréme : Vfe L' ona f*=Ff.
Dém ¢ (FH)*=F* et (F)=F . done f*=(f*)—(f)=T.
1.5. Théoreme : VfePM ona S(f*) = S(f).
Dém : Soit d’abord fe PM™ ; ona f*<f, donc S(f*)<S(f);
par ailleurs f* > 1A f, donc S(f*)> S(1Af) = S(f).
Soit alors [ € PM : ona S(f*) = S[(F9)* ~ (7)*] = S[(F)* + ()]
=S[(f)]+S[(F)]=SUNH+8()=8().

1.6. Théoréme : Vfe PM* ona f*= Sup{f]E (£1)+H§§f~}.
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Dém :

On a f’€(£1)+ et f*<f, donc f*< Sup{f]e(ﬁl)Jer]gf}; par ailleurs soit
ge Ll tel que G<f;alors VnelN nAg<nAf; ontrouve donc §= g* < f*:
donc Sup{§€(£1)+||§§f}§f’.

1.7. Théoréme : VfePM ona S(f—f*) =0.

Dém :
Soit d’abord f € PM* ; posons h = f — f* € PM?' et supposons S(iz) #0; ona
donc aussi S(L A h)=S(h) #0, donc LA h#0; parailleurs f*+1Ahe Ll
et f*4+ LIAR<f*+h=Ff,donc f*+ 1AL < f*; contradiction.
Soit alors f € PMT; ona S(f—f*) =S[fr— () —Ff +(f)]
=S[ff=()]+S[f =) =0

1.8. Définition :

f € PM est totalement singuliere ssi S(f) =0, c-a-d ssi 1 A |f‘ = 0.

On note PN = { fePM | f totalement singuliere } .

1.9.* Théoreme : PN est un sous-espace cohérent , et fermé de PM ;
PN est donc un espace de Riesz-Banach.

1.10.* Théoreme : PN est un module de Riesz sur R.

1.11. Théoréme : ¥V f € PM ona [fePN N f°=o].

Dém
a) = : YnelN ona nAfr<nA(nft)<nA|f])=n(LA|f])=0;
donc (f*)*=0; de méme (f7)*=0; donc f*=0.
b) < LA|f|=UA(fT+f)<UAfr+LIAF < (fH)+(f)=0.
1.12. Théoreme : Vge (£)" Yhe PNT ona GAh=

ﬁgh'zo, donc g/\iz:O.

IN
>
(oW
©)
)
o

N}l
>

Dém : On a QABE(£1)+ ot GAQ

1.13. Théoréme : L'N PN = {0}.

Dém : Si fel' et S(f=0 ona f=0.
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1.14. Théoreme de Radon-Nikodym : | PM = L1 P PN |.

Dém :

Ona L'NPN ={0}; deplussi f € PM, alors f=f"+f—f*ec L' @PPN.

Notation : Onpose | N =MNPN | et | Np=NnNMp]|.

N et Np sont les espaces des mesures et des mesures diffuses totalement singulieres.

1.15.* Théoreme :

N et Np sont des sous-espaces cohérents, et fermés de PM.

N et Np sont des espaces de Riesz-Banach .
N et Np sont des modules de Riesz sur W.

1.16.* Théoréme de Radon-Nikodym : | M =L@ N | et | Mp =L P Np|.

§ 2. Théoremes divers

Nous donnons, entre autres résultats, des caractérisations remarquables des fonction-

nelles sommables et des pseudo-mesures totalement singulieres .

2.1. Théoréme : Soient f € PM et he &' ; alorsona | fT(h) = sup f(k)

ke&t
k<h
Dém
Fr)y =3 [F)+|fl(h)] =L F(h)+ sup f(k)] = sup flih+k)] = @S“%f(@'
k| <h [k| <h £<h

2.2. Corollaire : Soient f, g€ PM et he T ; alorson a

(fvg)(h) = sup [f(h1)+g(ho)]
hi,ha€&T
hi+ho=h

(fAg)(h) = ihnf€5+ [ f(h1) + g (hs)]

ke&t
E<h
= sup [f(h—k)+g(k)] = sup [f(h1)+G(ho)]
ke&t hi,ho €ET
k<h hi+ha=h
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2.3. Théoreme : VfePM ona Hf*H* = sup f(0) |
ce &K

Dém : On a HFH* = ft(1) = sup f(h)> sup f(o): par ailleurs soit ¢ > 0
he&t oeék
h<1

et he &t telque h<1 et f(h)>f*(1)—e; ona h=>Y a,1;, oiles I, sont

r=1
des intervalles formant une partition de [a,b] et ou Vr € [[0,n]] «, €[0,1];

posons Vre[[1,n] =0 si f(1;,) <0 et v, =1 si f(1;,)>0; posons de plus
Vel ; ona o €&K et flo)> f(h)> fH(1)—¢;
=1

o =
T

donc sup f(o) > ft(1) —e; comme ¢ est arbitraire on a sup f(o) > f+(1).
oc€e &K ce &K

Notation : Onnote EU ={he&|[|h|=1} =1-2¢EK.

2.4. Corollaire : ¥V f€PM ona HfH*: sup f(h): sup ‘f(h)| .
he U he U

Dém : Ona [f|=f+2f =]+2(-f)*, donc ||[f]|,=]F|(1)

=W+ 2 (=N"(W) = (W) +2 sup (=f)(0) = sup f(L—20)= sup f(h).

ceéK ce &K he U

2.5. Théoreme : Yfe€PM ona | ft= Sup of |.
ce &k

Dém :

VoeéK ona of=cft—of <oft< ft,donc Sup of < fT:
ce &k

par ailleurs soit une suite o, € EX telle que f(an) — H f*H* : alors on a
[Fr=onfll, = (Ff=0onf) (M) = fF(1) =0 f(1) = [[F*]], = f(on) = 0;

donc Janer; orona VnéeIN Sup afz anf, donc  Sup afz f*.
ce &K ce &K

2.6. Corollaire : Vf,gePM ona |fVgi = Sup [0f+(1—0)§]
LASEA
et | fAG = Inf [Uf—i—(l—cr)g} .
oge &K
Dém :
fVg=F+@G-fr=Ff+Suwp o(3—f)= Sw (f+oj—of)= Suw [of+(1-0)]]
o€ EK ocecEK ocecEK
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2.7. Corollaire : VfePM ona |f‘ = Sup hf |
he U

Dém :

fl=F+2f = F+2(-Nt=f+2Sup(~of)= Sup (1-20)f= Sup hf.
ce &K ge &K he U

2.8. Théoreme : Caractérisation des éléments de PN

Soit f € PM ; alors f € PN ss’il existe une suite o, € EX telle que

crn—l>0 et Jnfi>f .

Dém
a) = : Ona 0=1Af"= Ulengf’C [0+ (1-0) fﬂ ; il existe donc une suite
on € EX telle que crn—l—(l—an)fNJr 20 ; on adonc aussi o, L0 et (1—(7,1)]5+ 50,
c-a-d o, L0 et on fT 5 ft 5 de méme il existe une suite 7, € EX telle que 7, Lo
et Tnf‘Qf‘ ; posons VneIN x,=o0,V7,; ona Xn—1>0; de plus

o [T < Xa [T < fT, done xo fT 5 5 deméme x, [T 5 [T, done x, f 5 f.
b) <« : Soit f e PM ; d’aprés le théoreme de Radon-Nikodym il existe § € £! et
h e PN telsque f= g+ h: soit une suite o, € EX telle que an—l>0 et onf > [

on a alors Vn € IN anf: an§+an/~1; quand n — 400 on obtient donc anﬁﬁf;

or VnelN o,he PN, donc fePN.

2.9. Corollaire :

Soit f € PM ; alors f € PN ss’il existe une suite 7, € EK telle que

Tn—1>]l et }ﬂ(Tn)—>0 )

ok

Dém : o, fSf & (1—0,)f>0

& (1-o,)|f] 50
& [(1—on)|f]] (1) =0
& |fl(1=0,)—0.
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2.10. Théoreme : Caractérisation des éléments de L£!

Soit f € PM ; alors f € £ ssi pour toute suite o, € EL on a

1 =
0n =0 = o, f 501

Dém
a) = : Soit une suite o, € EK telle que 0, — 0 ; soit ¢ >0 et g€ € tel que
[f—gll, <e; ilexiste N€IN telque Vn>N |longlli<llgllllonlh <e;
onadonc Vo >N [[onflly <llowglh+loa(f =), <c+[[f-gll, <2¢;

donc Jnf—1> 0.

b) < : Soit f e PM ; d’apres le théortme de Radon-Nikodym il existe § € £ et
he PN tels que f =g+ h ; il existe de plus une suite o, € EC telle que o, ENY)
et Jnl~11> h ; onaalors Vn € IN anf: ong + O'nil ; quand n — + oo on obtient
donc 0=h, donc f=ge L.

2.11. Corollaire : Soit f e PM ; alors f e £ ssi pour toute suite o, € EL on a

an—1>0 = }ﬂ(an)—>0 )

Dém anf1>0 & an‘ﬂi)()
& [oa|f|] (1) =0

& ‘f|(an)—>0.

2.12. Lemme : Soit f € PM ; alors les deux conditions suivantes sont équivalentes
(1) Pour toute suite o, € EX [O’n 50 = ’f‘ (on) — O}

(2) Pour toute suite o, € EX [an Lo = f(an) — 0] )

Dém : (1) = (2) est évident ; montrons (2) = (1).
Soit £ >0 etsoit h€ EU tel que ||f]|, < f(h) +e; soit une suite o, € EK
telle que 0, =+ 0; ona |f|(on) +|f|(1—0n) = |F|(M) = |fl. < F(h) +e

= f(how) + f[h(1—0,)] +e < flhay) +|fl(1—0,) +¢;

done |f|(0n) < f(hoy) +e=f(hton)+f(h~0,) +e; or h*,h™ € EK;

deplus hto, =0 et h=o, >0, donc f(h*ta,) =0 et f(h~0,)—=0;

donc @ }f!(an)gs; donc ‘f|(0n)—>0.
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2.13.* Corollaire : Soit f € PM ; alors f € L' ssi pour toute suite o, € EL on a

Jn—l>0 = f(an)—>0 )

Remarque : Ce dernier corollaire est a contraster avec le Théoreme VI 6.13, que nous

rappelons ci-dessous :

Théoréme VI 6.13 : Soit f € PM ; alors f € M ssi pour toute suite o, € EK on a

° ~

000 = flon)—=0].

2.14.* Corollaire : Soit f € PM ; alors fe L' ssi Ve >0 il existe § > 0 tel que

VoeéK ||lo]i<é = |f(o)|<e

§ 3. Mesures atomiques

3.1. Définition : Vc € [a,b] onmnote 6.: E—=IR : h — h(c).

0. s’appelle la mesure de Dirac en c.

3.2.* Théoreme : Vc€[a,b] ona |d.€ N | et |d. €Np |

3.3. Définition : f € M est une mesure atomique ssi f = > e de, avec
c€la,b]

Veela,b] 7.€R et > |7 <+ o0.
c€la,b]

L’ensemble { c € [a,b]| 7. # 0} est donc fini ou dénombrable.
On note A = {fE M H fatomique}.

3.4. Définition : On note H l'espace vectoriel des fonctions f € F telles que
o |f(x)] < +o00; on munit H delanorme || f|lg = >, |[f(x)].

a<lzx<b a<z<b
3.5.*% Théoreéme : (H, | |, | %) est un espace de Riesz-Banach.
3.6. Théoreme : A est un sous-espace cohérent , et fermé de M.

Dém :

a) A est cohérent

Ona Vcé€la,b] 6.Nd.=0d. et Yeci,co €a,b] avec ¢y #cay ey Aoy, = 0.
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b) A est fermé dans M

Les espaces de Riesz-Banach A et H sont canoniquement isométriques ; or H est com-

plet, donc A est fermé dans M.

c) A est intégral dans M

Soit fe AT et g€ M* tel que §< f; il faut montrer j € A+ ; notons A,
I'espace des combinaisons linéaires finies des d., avec ¢ € [a,b] ; on suppose,

ce qui est évident, que le théoréme est vraisi f € (A¢)+.

On peut écrirte f = 3 7. 0., avec Ve e [a,b] 7€ Rt et Y 7. < +00;

c€la,b] c€la,b]
posons VneIN* f, =3 ~.0.: ona foA(f—f.) =0, donc
c€la,b]
%Zl/n

G=GAFa+ GA(F—Fu) s ot GAFu < fu€ (Ag)T, done GA fr € (Ay) " ;

par ailleurs f, = f, donc GA f, =G ; or A est fermé dans M, donc § € A™.

3.7. Théoreme : | M=MpPA| et | N=NpPA|

Dém : Démontrons la premiere égalité, la seconde s’en déduisant simplement .
Soit f € M ; on pose E' = {CE a,b] H f(]l{c}) > 0}

E-={cela,b] || f(ly) <0} et E=E'UE;
soit h = 1, € ET, oules ¢; constituent une partie finie de E* ;

ona 0<f(h)=3 Ff(Ley) < [IFL IRl =[£Il + done 3= (1) < [IF],

ceEt
idem pour E” ; donc g = Z (]l{c}) 6. € A ; de plus il est clair que f—§ € Mp.
ceE

Compte tenu de leur forme, les mesures atomiques peuvent a priori s’appliquer a
n’importe quelle fonction définie sur [a,b] ; des lors toute fonction peut étre considérée

comme “mesurable” pour les mesures atomiques. Qu’en est-il de la sommabilité ?

3.8. Définition : g € F est sommable pour f = 3 7.8, € A ssi
c€la,b]

1F1(lg) = = |rellg(e)] < + o0

c€la,b]

3.9. Théoreme : g € F est sommable pour toutes les mesures atomiques ssi g est

borné, c-a-d ssi g € F.
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Dém :
a) = : Supposons g € F mnon borné : il existe des lors une suite ¢, € [a,b] telle que
|g(cn)| = + oo ; on peut supposer g >0, et aussi Vn € IN g(c,) > n?, en prenant

au besoin une sous-suite de ¢,, ; définissons alors la mesure atomique positive

. 1
me

S, ; onabien fe& A car Z

< Z < 4+ 00 ; mais par ailleurs
g(cn)

g(cn) = > 1=+ 00; donc g n’est pas sommable pour f.

§ 4. Pseudo-mesures atomiques

4.10. Définition : Vc € [a,b] onmnote .+ : E—-R : h— lim h(c) (c#b)

z—ct

et b E=IR: hw— lim h(c) (c#a).

r—rc

d.+ et 0.~ sont les pseudo-mesures droite et gauche de Dirac en c.

4.11.* Théoreme : Ve € [a,b] ona |d.+,d0.- € PN | et |+, 0. €N |

4.12. Définition :

f € PM est une pseudo-mesure atomique droite ssi f = D Ve Ot
c€la,b]

atomique gauche ssi f = 3 4. 0.,
c€la,b]

avec les mémes conditions que pour les mesures atomiques.

On note A, = {f € PM || f atomique droite}

et A= { fePm H f atomique gauche } ;

de pluson pose | PA=APA, PA_

les éléments de PA sont appelés les pseudo-mesures atomiques.

4.13.* Théoréme :

A, A, et A_ sont des espaces de Riesz-Banach canoniquement isomorphes.

4.14.* Théoreme :

A, et A_ sont des sous-espaces cohérents, et fermés de PM.
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4.15.*% Théoreme : | PM=MP A, P A_-= Mp P PA

PN=NDADA =N, D PA

Les deux premieres égalités montrent que les pseudo-mesures sont en fait des mesures,

et méme des mesures diffuses “a des pseudo-mesures atomiques pres” .

§ 5. Mesures de Radon sur [a,b]

Les mesures de Radon constituent la définition classique, bien que malcommode,
des mesures. Nous montrerons que l’espace des mesures de Radon est effectivement

isométrique a M.

5.1. Définition : Une mesure de Radon sur [a,b] est un élément du N-dual

de ’espace normé (C, | ||).

Ou encore : Une mesure de Radon sur [a,b] est une forme linéaire i sur C

vérifiant la propriété : | il existe M >0 tel que VgeC |i(g)| < M| gl

On note M, l'espace vectoriel des mesures de Radon.

Autrement dit | Mg, est le N-dual de I'espace normé (C, || ||)

5.2.% Théoreme : Mg constitue un espace de Banach pour la norme || ||, duale de la

norme || ||, définie par | ||[ifl. = sup |a(g)| = sup  fa(g) |-
gec, llgll=1 gec, llgl=1

On peut appliquer intégralement la théorie des Chapitres -1V a M en lieu et place
de PM ; nous mentionnons ci-dessous les théoremes essentiels ainsi obtenus (les numéros
de ces théoremes sont suivis d’'un ©®); ceux-ci vont nous permettre d’établir 1’existence

d’une isométrie bijective canonique entre Mg et M.

5.3. © Théoréme : (Mg, | |, | [l+) est un espace de Riesz-Banach.

5.4. ® Théoreme de Lebesgue dans C

Soit une suite f, € C telle que fngfec; alors Viie Mg ona f, i = fii;

en conséquence fi(f,) — @ (f).
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5.5. Définition : f € F est une fonction de Baire ss’il existe une suite f, € C

telle que f, N f.

On note BA = {f eF H f fonction de Baire} D C.

5.6. ® Théoreme : B.A est une algebre de Riesz-Banach pour la convergence uniforme.

5.7. Corollaire : | RC BA C PR

Dém : I est facile de voir que &€ C BA ; or BA est fermé pour la convergence

uniforme, donc R C BA.

5.8. ® Théoreme d’extension : Soit une suite f, € C telle que f, L f e BA; alors

Vie Mg f.jii converge finement dans Mg vers une limite qui ne dépend que de f

(et non de la suite f,).

5.9. Définition : V f € BA Vi€ Mg nous pouvons donc définir f i € Mg de la

maniere suivante : | fi = Lim ( fn ,EL) ou f, est n’'importe quelle suite dans C
n

telle que f,, L f.

5.10. Définition : Tout i € My s’étend canoniquement & BA en posant

VieBA a(f)=(fm) @)

5.11. ® Théoreme : Vfe BA Vie My ona | a(f)=1lima(f,)|, ou f, est

n’importe quelle suite dans C telle que f, L f.

5.12. ©® Théoreme : Vfe BA Vie Mgy ona 1) |fi|=|f||i]
2) [aNDI<Tal D) < Tl lrl
3) Ifille < NIl

5.13. Lemme : Soit F un intervalle fermé de [a,b]; alors 1g € (CT),.

Dém : 1l suffit de faire un dessin !

5.14. Théoreme : Soit F un fermé de [a,b]; alors |1y € (CT), |.

Dém : Méme démonstration qu’au Théoreme III 9.
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5.15. Théoreme : | (CT), = S C BA*T |

Dém : Meéme démonstration qu’au Théoreme III 10 ; de plus par définition de B.A
on a évidemment (CT);, C BAT.

5.16. ® Lemme d’approximation dans BA™

VfEBAT Vie M} Ve>0 ilexiste g€ S telque |g<f et a(f—g)<e].

5.17. ® Théoreme de Lebesgue dans B.A

Soit une suite f,, € BA telle que f, L feBA; alors Yiie Mg ona f,ji= fii;

en conséquence fi (f,) — @ (f).

5.18. ® Théoreme d’isomorphisme

E’application ¢ : Mg — M : i — [i]|¢ est une isométrie de Riesz-Banach.
L’application ¢ : M — Mg : i fi|c est I'isométrie réciproque de ¢.
M.

On peut donc identifier M, avec

Dém : On a clairement fi|gs € PM ; de plus on montre facilement que
| i e |, = lli]ls, donc aussi |fi|e| = |fi]. Par ailleurs soit ¢ € [a,b] ;

on a 1]770[30 quand vy — ¢ ; donc /1(1]770[)—>/1(0):O; donc ji|e € M.

Récapitulatif (Seul FO reste encore a définir ; ce sera 'objet du Chapitre XI) :

—

w FO

U U
ECRCBACPRCWe>» BCL*CLiCc MpCMCPM
U u USW.U U U U
C S Z K Np ¢ N C PN
U U
A C PA
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CHAPITRE VIII

PRIMITIVES, DIFFERENTIELLES, DERIVEES

Nous généralisons le concept de primitive a toute pseudo-mesure diffuse. Inversément
nous définissons la différentielle de toute fonction continue a variation bornée. On peut
ainsi étendre le domaine de validité de la plupart des formules classiques du calcul

différentiel et intégral.

§ 1. Fonctions continues a variation bornée

1.1. Définition : Une fonction F' € F est dite & variation bornée ss’il existe M > 0

tel que pour toute famille finie d’intervalles disjoints [ay, Bx] C [a,b] on ait

; | F(Br) — Fay)| < M |.

La valeur minimum de M s’appelle la variation totale de F' et se note V/(F).

On note CV lalgebre des fonctions [a,b] — IR continues et a variation bornée.

Les fonctions lipschitziennes sont dans CV.

1.2.* Théoréme : VF € CV ona V(|F]) <V(F); onen déduit que (CV,| |)

est une algebre de Riesz.

1.3. Définition : Soit f € Mp; onpose F,: [a,b] =R : o+ f (114 0).

Toute fonction de la forme F = F,+ ¢ (c € IR) s’appelle une primitive de f.

1.4. Théoréme : F € CV et V(F):HJ?H*

Dém : V(F) = suw f(h) = | f]..

1.5. Définition : Réciproquement VF € CV on définit dF € PM , appelé différentielle

de F, de la maniére suivante : Va < a < #< b onpose | (dF)(1ja,p) = F(B) — F(a)

en particulier Va<c¢<b |(dF)(1l¢sy) = 0. On prolonge ensuite par linéarité a tout &.
{c}

1.6. Théoreme : 1) et |[[dF]|,= V(F).
2) dF=0 & F=ceRR.
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Dém : 1) [[dF|+= sup (dF)(h)=V(F) 2) trivial.
he U

1.7.% Corollaire : V est une norme sur CV/IR et l'opérateur linéaire

d: CV/IRR—-Mp : FrdF | estune isométrie.

1.8. Théoreme : Soit f € Mp etsoit F' € CV une primitive de f; alorsona dF = f

L’isométrie ci-dessus est donc bijective.

Dém : Ona Va<a< p<b (dF( B)— F(«a)

5)) =
= f(]-[a,ﬁ]> _.f(l[a,oz]) :f(l[a,ﬁ] — 1la a]) f( (e, 5]) donc dF:f

1.9. Théoreme : F € CV est lipschitzienne ssi .

Dém :
a) = : Supposons que F soit lipschitzienne de constante K > 0 ; soit h € & ;

on peut écrire h = > «,1;. oules 1. sont des intervalles formant une partition
r=1 _—

de [a,b] et ot Vre[[0,n] a, €R; alorsona [(dF)(h)|< > |a,||(dF)(1y,)

3

n b
<KY |a|L] = K/ \h(t)|dt = K ||k, ; donc |dF| < K
r=1 a

b) < : Soit K> 0 tel que |dF|< K ; alors Ya, € [a,b] ona

b
|F(Oé)—F(B)‘: ‘(dF)(l[O“mH < K/ l[aﬁ} dt = K|6—Oz‘.

1.10. Définition : F € CV est absolument continue ssi ;
on dit alors que dF' est la dérivée de F' et on note .

1.11. Théoréme : F € CV est absolument continue ssi Ve > 0 il existe §d > 0 tel

que pour toute famille finie d’intervalles disjoints [ay, fx] C [a,b] on a

Yo (Br—ar) <6 = | X [F(Br) — Flag)]| <e |

k k

Dém : C’est une reformulation du Corollaire VII 2.14.

1.12. Théoreme : F € CV est absolument continue ssi Ve > 0 il existe 6 > 0 tel

que pour toute famille finie d’intervalles disjoints [ay, 51| C [a,b] on a

2 (Br—ay) <6 = Xk; | F(Bk) — Flag)| < e |.

k
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Dém : Sinous notons (1) la condition du Théoreme 1.11 et (2) la condition du

Théoréme 1.12 ; il faut montrer (1) < (2).
a) < : Trivial.
b) = : Soit € >0 etsoit § >0 tel que

2 (Be—ar) <6 = | X [F(B) — Flaw)]| <e/2;

k k

soit une famille finie d’intervalles disjoints [ay, 5k C [a,b] telleque > (Br—ay) < d;
%

soit P l'ensemble des indices k tels que F(fy) — F(ay) >0
et N l'ensemble des indices k tels que F(Bx) — F(ay) <0 ;

bien entendu > (fr—ax) <06 et > (fr—ar) <0 ; on a alors
keP kEN

X IF (B0 = Flen)| = | 5 [F(B8) = Flaw)] | +

keP

> [F(Br) — Flag)]

ke N

<e/2+¢/2=c¢.

§ 2. Sommes de Riemann-Stieltjes

Soit a = agp <ay <...<a,=>b unesubdivision D de [a,b] ;

on pose ||D| = , nax 1(ar+1 —a,) ; choisissons Vr e [[0,p—1] ¢, €a,, art1].
ST>p—

2.1. Définition : Soit f € Mp et soit F une primitive de f ; on définit

VRER Qo) = S 1) (araren) = 5 hlen) [Flar) = Fla)].

Ce sont les sommes de Riemann-Stieltjes de h pour la mesure diffuse f.

2.2. Théoreme : VheR ona |Qph)| <] f|,IIr].

p—1 -
Déw < |20 (W] < 5] 5 |Flar) = Flan)| < 111 V) = Al ]| ..
2.3.%* Lemme : Yhe & ona Qp(h)—= f(h) quand |D| — 0.

2.4. Théortme : YVheR ona Qp(h)— f(h) quand |D] — 0.

Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires Qp — f : R — IR.
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8 3. Formules classiques

3.1. Intégration par parties (“généralisée”)

Soient f, g € Mp et soient F et G des primitives de f et §; alors on a

f(G) + g(F) = F(b) G(b) — F(a) G(a)

b

a

c-aed /abG dF +/de@ — [F(z) G(2)]

a

Dém :

Soit @ = ap < ay <...<a,=>b unesubdivision D de [a,b]; on pose VheR
1

B (1) = S () [Flar)=Fla)] et W0 () =S hlar) [Glor)=Gla)]
on peut donc écrire
b0 (G) + Vo (F) = % Ga)[Flar) = Fla)] + £ Flar) [Glarn) = Gla)]

=5 [Flar) Glar) = Fa) G lar)] = FO) G0) - Fla) Gla):

et de plus ®p (G) + Up (F) — f(G) + §(F) quand ||D| — 0.

3.2. Différentielle d’'un produit

VF,GeCVY ona FGeCV et |d(FG)=FdG+ GdF|.

Dém : Soit a = ag<a; <...<a,=>b unesubdivision de [a,b] ;

1

ona S | Flan) Glar) = Fla) Gla,)|

p—1

=2 | F(ar41) Gar1) = F(ar41) G(ar) + Far) Glar) = F(ar) G (ay) |

< |F(a)]|Clarn) G ar)] + |G a)]| | Flars) — Fla,)]

r=0

< ||FIIV(G) + ||G||V(F) ; donc V(FG) < ||F||V(G)+ |G| V(F), donc FG e CV.

Par ailleurs Va < a < < b le théoreme d’intégration par parties appliqué a l'intervalle
B B
[, B] nous permet d’écrire / GdF + / FdG = [F(r)G(x)]?,

«
o

B B B
c-a~d /GdF—i—/FdG:/d(FG); on en déduit Vh € R

b b b
/thF+/hFdG:/hd(FG), ca-d d(FG)=FdG+ GdF.

a a a
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3.3. Différentielle d’un inverse

1
Soit F € CV et supposons qu'il existe A € RT tel que |F|> A ; alors a eCV

1 1
Dém : Soit a = ag<a; < ... <a,= b une subdivision de [a,b]; on a
p—1 1 1 p—1 ’F(aHl)—F(ar)‘ 1 1
- = < —V(F), donc — €CV.
rgo ’F(ar+1) F(ar)l ‘=0 |F(a,) F(a,11)| — A2 (F), donc

1
Par ailleurs posons G:F ;ona FG=1,donc d(FG)=FdG+GdF =0,

G 1
— 2T JdF =— — (F.
donc dG d 2d

3.4. Différentielle d’'une fonction composée

Soit F' € CV et soient ¢= min F(z) et d= max F(x); soit g : [c,d] > R
x€la,b] z€la,b]

continuement dérivable ; alors go FF € CV et |d(goF) = (g'oF)dF |

Dém : Soient o, 5 € [a,b] ; il existe e € [F(a), F(B)] tel que
g[F(B)]-glF(a)] = g'(e) [F(B)— F(a)] ; comme F est continue, il existe v € [a, 3]
tel que e = F(7) ; donc Yo, B € [a,b] il existe v € [, B] tel que
g[FB)] = glF(a)] = g'[F(M][F(B) - F(a)].

Soit @ = ap<a; < ... <a,=>b unesubdivision D de [a,b]; Vr e [0, p—1]
soit ¢ € [ar, apa] tel que g[F(ar1)] —g[F(ar)] = ¢'[F(cr)] [Far1) — Flay)]

on peut donc écrire Vh € &

p;: h(c,) (9[F(ar+1)] —g[F(ar)]) = pf h(c,) g'[F(e)] [Flar) — F(an)] ;

r=0

quand ||D|| — 0 on obtient / h(t)d(goF)(t) —/ h(t) (g0 F)(t) dF(t).
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CHAPITRE IX

CHANGEMENT DE VARIABLE

Nous étudions le changement de variable pour une fonction réglée et un changement
de variable continu, puis pour une fonctionnelle sommable et un changement de variable

a dérivée réglée.

§ 1. Fonctions réglées

Soit [c,d] (¢ < d) un intervalle compact de IR et soit w : [c,d] — [a,b]

une fonction continue, monotone, bijective.

1.1. Théoréeme :

VFecCV(la,b]) ona |FoweCV([c,d])| et |V(Fow)=V(F)]|

Dém :
La fonction Fow est clairement continue ; montrons qu’elle est a variation bornée.

Supposons par exemple w croissante ; soit ¢ = co <c; < ... < ¢, =d une subdivision

de [c¢, d]; on peut écrire :

p—1
5 (Fow)(ern) - (Fow)(en)] = S | Fla(er)] = Fleo(en)]] < V(F)
car w(ag) <wl(ar) <...<wl(ap) est une subdivision de [a,b] ; on en déduit

V(Fow) < V(F); on peut donc aussi écrire V(F) = V(Fowow ) <V(Fow),
donc V(Fow) = V(F).

1.2. Théoréme :

Soit h € R([a,b]) ; alors how € R([c,d]) etona VF € CV([a,b])

/Cd(how)d(Fow) _ i/abh g

avec le signe + si w est croissant et le signe — si w est décroissant .

Dém : Soit o0, = (¢,,) une suite de subdivisions de [c, d] telle que ||o,|| = 0 ;

d Pn—1
on a /(how)d(Fow) = lim Y (how)(cy,) [(Fow)(cnri) — (Fow)(cny)]

= lim 2:: hlw(cne)] {Flw(cnr1)] = Flw(cnr)]}-

Posons V n,r a,, = w(cy,); alors 7, = (a,,) est une suite de subdivisions de

[a,b], croissantes ou décroissantes suivant que w est croissant ou décroissant ;
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de plus ||7,|| = 0 car w est uniformément continu. On peut donc écrire

/(how) d(Fow) = lim N h(an,y) [F(anrs1) — Flan,)] = j:/ hdF.

n —+ oo
r=0

Schéma fonctionnel : (¢, d] Y, [a,b]

Fllh

R

d b
1.3. Corollaire : Yh € R([a,b]) ona /(how)dw = j:/hdt :

Dém : On applique le théoreme précédent avec F'(t) = t.

1.4. Corollaire : Supposons w absolument continu ; alors Vh € R([a,b])

d b
/(how) \w’\du:/hdt :

8 2. Fonctionnelles sommables

Soit [c¢, d] (avec ¢ < d) un intervalle compact de IR et soit w : [¢,d] — [a,b]

une fonction continue, monotone, bijective, a dérivée réglée non nulle .

2.1. Définition :

- kow™!

Soit féﬁl([a,b]) ; alors on pose Vk € R([c,d]) | (fow) (k)= f(W> .

fow est bien défini car VkeR([c,d]) kow e R([a,b]), et donc aussi
lw'low™ € R([a,b]).

Schéma fonctionnel : fow f
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2.2.* Lemme : erljl([a,b]) on a fowep./\/l([c,d])

ow™1

- - 1
et || fowll. < MI|f:|, avec M:HM—H.
2.3. Théoreme : Soit f = f € R([a,b]) ; alors fow représente effectivement la
composée des fonctions w et f; en particulier fow € R([c, d])

Dém : Soit h € R([a, b]) ; en appliquant la définition de fow a
k= (how).|w'l € R([c,d]), on obtient

d b
/(how)(fow)\w’\du:/hfdt.

En comparant cette formule avec la formule classique du changement de variable dans

une intégrale on en déduit que fow est bien la composée de w et f.

2.4. Théoreme :

‘v’feﬁl([a,b]) on a foweﬁl([c,d]) et ||f:OwH1§MHfH1

Dém : Soit une suite fneR([a,b]) telle que fn—1>f, alors Vn e€IN
frow €R([e,d]) s or VneN | foow—fowl|, =[(fi=fowl, <M|f.~Fl.:
donc f,ow 5 fow e LY ([c,d]).

~ d ~ b~
2.5. Théoreme : V f € £'([a,b]) /(fow)|w’|du :/fdt .

Dém : On applique la définition de fow & k = |w/| e R([c,d]).

Exemples :

1) Translation. w : [a—A,b—A] = [a,b] : z+— 2+ A

alors Vke L£'([a—A,b—A]) on / flx+ N k(z)da :/bf(x)k;(x—)\) dz .

2) Homothétie. s [a/XN, b/A] = a,b] - x— A

alors V ke L£'([a/X, b/A]) on / ydz = %/ f@)k(z/\) da
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