PREMIERE PARTIE

Intégration sur un intervalle compact de IR

CHAPITRE 1

PSEUDO-MESURES, MESURES,
FONCTIONNELLES SOMMABLES SUR [a,b]

Comme annoncé dans l'introduction, ce premier chapitre a pour objectif de four-
nir le plus rapidement possible une définition totalement opérationnelle de I’espace L1
des classes de fonctions sommables sur sur un intervalle [a,b]. Nous y arriverons en
considérant le dual de l'espace des fonctions étagées sur [a,b] muni de la norme uniforme
| fll = sup | |f(z)]. Ce dual nous fournira d’ailleurs tous les objets de base de notre

z€(ab
théorie : pseudo-mesures, fonctionnelles sommables et plus loin mesures.

Tout d’abord nous inroduisons les notations standards.

§ 0. Notations

A . Intervalles

1) | [a,b] est un intervalle compact de IR (a<b).

2) | Si I est un intervalle borné de IR on note |I| sa longueur.

B. Algébres de fonctions

Les fonctions réelles sur l'intervalle [a,b] constituent une algebre pour les opérations

naturelles d’addition et de multiplication. On distingue les sous-algebres suivantes :

E = algebre des fonctions [a,b] — IR étagées (= en escalier

= constantes par morceaux )

C = algebre des fonctions [a,b] — IR continues
R = algebre des fonctions [a,b] — IR 1églées
F = algebre des fonctions [a,b] — IR bornées
F = algebre des fonctions [a,b] — R



C. Suprémum et infimum de deux fonctions réelles

Vf geF onnote | fVg=sup {f, g} : = max {f(z), g(z)}

et |fAg=inf {f g} :x—min {f(z),g(z)}|

Les lois V et A sont commutatives, associatives et distributives 'une par rapport a

I'autre ; les algebres &, C, R, F, F sont stables pour ces lois.

D. Normes, semi-normes, convergences

VfeF onpose |[f|l= sup |f(z)]; c’est la norme uniforme.
z€[a,b]

b b /
VieR onpose |fli= [ 1F@lds e |fla=| [ f@)?de] "

ce sont des semi-normes (voir définition au paragraphe suivant).

Dans F on note :

1) fuo = f ssi f, converge simplement (ou ponctuellement) vers f sur [a,b],

c-a-d ssi | Veela,b] fu(c)— flo) |

2) fa 2 f ssi f, converge simplement vers f sur [a,b] et ssilasuite || f,]|| est bornée;

c’est la convergence bornée.

3) fu 2 f ssi f, converge uniformément vers f sur [a,b], c-a-d ssi || fn— f|| = 0.

Remarque : [ 3] = [g] et [g] = [>].

§ 1. N-dual d’un espace normé ou semi-normé

Nous commencons par rappeler les résultats classiques sur le dual d’'un espace normé.

1.1. Définition :
Soit V un espace normé, c-a-d un espace vectoriel muni d’'une norme notée || || .

Une forme linéaire ¢ : V — IR est normée (ou continue) ss’il existe M > 0 tel que

VueV [¢(u)] < Mlul].

L’espace vectoriel de toutes les formes linéaires normées sur V s’appelle le dual normé

de V, abrégé le N-dual de V, et se note V*.



1.2. Définition : V ¢ € V* on note

o (u o (u
lo = sup 10— gy, 21
ueV,u#0 ||U|| ueV,u#0 ||U’||
= sup |o(u)] = sup ¢ (u)
ueV, ||ul|=1 ueV, ul|=1
1.3. Théoreme fondamental : || ||, est une sur V*, appelée norme duale

de la norme || ||, et V* est pour cette norme ; en d’autres termes :

Le N-dual d’'un espace normé est un espace de Banach .

Dém : C’est un cas particulier du théoréme sur les espaces semi-normés (voir infra).

1.4. Théoréme :

Le N-dual d’un espace normé coincide naturellement avec le N-dual de son complété.

Dém : Soient V un espace vectoriel normé de norme || || et V¢ son complété ; soient

V* et V¢ leurs N-duaux respectifs.

a) Montrons V* C V¢* : soit ¢ € V*; soit u € V¢ et choisissons une suite u,, € V
convergente en norme vers u ; on pose ¢ (u) = lim ¢ (u,) ; il est facile de montrer que
cette limite est bien définie et et qu’elle ne dépend pas de la suite u,, choisie ; on a donc
étendu ¢ en une forme linéaire sur V*, dont on vérifie facilement qu’elle a la méme

norme que ¢.

b) Montrons V¢* C V* : soit ¢ € V¢* ; en restreignant ¢ a V on définit une forme

linéaire sur V' de norme inchangée.

Dans les premiers chapitres nous ne travaillerons qu’avec des espaces normés, mais
nous généralisons des maintenant ce résultat aux espaces semi-normés, qui feront leur

apparition au Chapitre VI.

1.5. Définition : Une semi-norme sur un espace vectoriel V est une application

non identiquement nulle || ||s : V — IRT vérifiant les propriétés suivantes :
) Vu,weV flutols < luls+[v]s

2) VAeR VueV [[Aulls= A ]uls.

Autrement dit une semi-norme se distingue d’'une norme par le fait qu’elle peut s’an-

nuler pour des vecteurs non nuls.



Un espace vectoriel muni d’ semi-norme s’appelle un espace semi-normé .

Un exemple fondamental d’espace semi-normé, que nous utiliserons plus loin, est

I'espace € muni de la semi-norme || ||; ou || [|2.

1.6. Théoreme : Soit V un espace semi-normé de semi-norme || ||s ; on pose

Voz{uEVH |lulls = 0}

; alors Vg est un sous-espace de V et V/Vq est

naturellement un espace normé pour la norme ||@|| = ||ulls.

Dém : Le fait que V est un sous-espace de V est trivial.

Montrons que Yu eV YweVy ona |[u+w|s=|uls. Eneffet ona

lulls = lwlls < llu+wlls < flulls + [Jwlls, done [lulls < [lu+wlls < flulls.

On peut donc poser Yu € V/Vy |u|| = [|ulls; || || est une norme sur V/V,

car si ||ul]| =0, alors ||ulls =0, donc u € Vg, c-a-d uw= 0.

1.7. Définition : Soit V un espace semi-normé de semi-norme || ||s ; une forme linéaire

¢ : V—=IR est normée ss’il existe M >0 tel que |[YueV |¢(u)] <M |uls|.

De méme que pour un espace normé, nous appelerons ’espace vectoriel de toutes les

formes linéaires normées sur V le N-dual de V et nous le noterons V*.

Remarquons que V¢ € V¥ YueVy [o(u)=0].
1.8. Définition : Onnote | Vo =V—-Vy| et Vo e V™
o (u o (u
ol = sup LW — g, 210
weve Mulls uev, llulls
= sup [o(u)] = sup ¢(u)
ueV, ||ulls=1 weV, Julls=1
De maniere remarquable || ||, est encore une norme sur V* comme l'énonce le

théoréme suivant :

1.9. Théoréeme fondamental :

| |lx est une sur V*, appelée norme duale

de la semi-norme || ||, et V* est |complet| pour cette norme ; en d’autres termes :

Le N-dual d’'un espace semi-normé est un espace de Banach.




Dém : Soit ¢, une suite de Cauchy dans V*; alors Ve >0 il existe p € IN
tel que Yqg>p ||¢, — d4llx < €, ce qui équivaut a écrire que Yu € Vi Vg >p
|pp () — by (u)| < el|ulls ; d’autre part ona Yue Vg VnelN ¢, (u)=0;
on en conclut que Ve >0 il existe pe IN tel que YueV Vg>p
|op () —dg(u)| < ellulls; YueV lasuite ¢, (u) est donc de Cauchy dans IR,
c-a-d convergente ; posons des lors Vu eV ¢(u) = liTILn On(u).

La linéarité de ¢ est évidente ; montrons ¢ € V*; soit p € IN tel que Yu eV
Va>p 10p) 6y < ull, ; onen déduit YueV |6, () — o (w)] < full;
soit par ailleurs M >0 tel que Vu eV |¢(u)| < M| u|s; on peut alors écrire
VueV |¢u)| <oy )| +[lulls < (M +1) [[ulls.

Montrons enfin ¢, = ¢ ; soit ¢ >0 et soit n € IN tel que YueV Vp,qg>n
|pp () — &g (u)] < ellulls ; onendéduit YVueV Vp>n |¢,(u) —o(u)| < elluls,
cad Wpzn lop— 0l <=

1.10.* Théoréeme : Le N-dual de I'espace semi-normé V est canoniquement isométrique

au N-dual de I'espace normé V/ V.

§ 2. Pseudo-mesures sur [a,b]

2.1. Définition fondamentale :

Une pseudo-mesure sur [a,b] est un élément du N-dual de ’espace normé (S, [ H) .

(Rappelons que || || est la norme uniforme sur £).

Ou encore : Une pseudo-mesure sur [a,b] est une forme linéaire f: & — IR

vérifiant la propriété : | il existe M >0 tel que Vge & |f(g)| < M|g]|.

On note PM D'espace vectoriel des pseudo-mesures sur [a,b].

Autrement dit | PM est le N-dual de 'espace normé (&, | ||).

Remarque : Les pseudo-mesures seront toujours représentées par des lettres “tildées”

pour les différencier clairement des (vraies) fonctions.




Grace a cette définition le lecteur vient de franchir d'un seul coup plusieurs niveaux
dans le grand jeu des mathématiques. Les pseudo-mesures constituent en effet un outil
d’analyse si performant qu’elles permettent de pénétrer avec une aisance presque surna-
turelle dans les notions les plus subtiles et les secrets les mieux gardés de la “théorie de la
mesure” . Un seul autre énoncé contient en germe autant de puissance concentrée, c’est

b

“Que la lumiere soit !...

2.2. Théoreme : PM constitue un espace de Banach pour la norme || ||s, duale de la

norme || ||, définie par HfH* = sup |f(g)‘ = sup f(g) )
ge&, lgll=1 ge&, llgll=1
Dém : C’est I'application directe du Théoreme 1.3 & I'espace normé (&, || ||).

Notation : On écrit fn1>f ssi an—fH*—>O et on note f: *lim fn ;

on dit que la suite f, converge en norme || ||, vers f.

2.3. Théoréme : Une suite f, € PM est convergente en norme || ||, dans PM ssi

la suite | §,, = sup pr—an* — 0
p>n

Dém : C’est le critere de Cauchy.

2.4. Définition : Tout f € PM s’étend canoniquement & R en posant Vg e R

f(g) = lim f(gn) avec g, €E et g, —g

b b
Notation intégrale : ¥ f € PM Yge R onnote /g(x) flz) = / gf=flg) |

2.5. Théoréme : PM est naturellement isométrique au N-dual de (R, || [|).

Dém : La “restriction & £” est une isométrie naturelle du N-dual de (R, || ||) sur

le N-dual de (&, || ||). Les détails de la démonstration sont laissés au lecteur.

Passons maintenant a des exemples de pseudo-mesures.



2.6.* Théoréme - Définition :

b
V feR laforme linéaire | {f} : E=>R : g / g fdx | est une pseudo-mesure,

appelée la pseudo-mesure associée a f. En particulier a la fonction constante

b
1 =14 € €| estassociée la pseudo-mesure | {1} : € >R : g — / gdx

Notation : Onnote R = {{f}| feR} C PM.

On utilise une notation analogue pour tous les sous-ensembles de R.

Dans la pratique on remplacera souvent abusivement la notation {f} par la notation f.

Remarque : Nous verrons plus loin que V f € R la pseudo-mesure {f} est en fait

une mesure , et plus précisément une fonctionnelle sommable ; c¢’est en particulier le cas

pour |{l}| appelée | mesure de Lebesgue |. En conséquence nous parlerons de {f}

comme la fonctionnelle associée a f, plutdot que comme la pseudo-mesure associée a f.

Un autre exemple de pseudo-mesure est constitué par les “mesures de Dirac” définies
par 0.: & — IR : f— f(c) ou ¢ est un réel fixé de I'intervalle [a,b] ; nous en ferons

I’étude détaillée au Chapitre VII.

Donnons aussi un exemple d'une pseudo-mesure qui n’est pas une mesure : il s’agit de
la pseudo-mesure o+ : € - IR : f+— lim f(x) = limite a droite en 0 de f.
+

xr—0

2.7. Théoreme : VfeR ona |fl«=1fl.

b
Dém : Soit f € R ; il faut montrer sup ‘/gf dx’ = fl-
gGS a
lgll=1

Clest évident si f € £ ; soitalors feR ; Vge & tel que ||g||=1 ona

| [asa] < [lolsiaz < [11 e =171, aone 1 <071

Par ailleurs soit une suite f, € £ telle que f, = f; ona Vn€IN

b b b
”fn”l = Sup ‘/ gfndx| < sup ‘/ gfdxr| + sup ‘/ g(fo—f)dx
geé& a geé& a geé& a
lgll=1 lgll=1 lgll=1

<|fll«+ (b—a) || fo— f ; en faisant n — + oo on trouve | fll1 < || f]lx-



Outre sa structure d’espace vectoriel, PM possede une multiplication externe plus
générale que la simple multiplication par les réels : la multiplication par des fonctions
réglées , ce qui confere a PM une structure de module sur R . Nous nous contenterons
pour le moment de définir cette multiplication, réservant 1’étude des modules pour le

Chapitre V.

2.8. Définition : Yge R VYV fe PM on définit

g.f cE=R : he f(gh)|.

2.9.* Théoreme :

VfEPM YVgeR ona g.feP/\/l et HQJ?H*SHQHHJFH*

2.10.* Théoreme : Vf,geR ona |g.{f}={9f}|

2.11.*% Corollaire : VfeR ona |{f}=f{1}]|.

§ 3. Fonctionnelles sommables sur [a,b]

Nous pouvons maintenant décrire, avec un degré de clarté jamais atteint auparavant ,
les classes de fonctions sommables pour la mesure de Lebesgue sur [a,b], classes que

nous nommerons simplement fonctionnelles sommables sur [a,b].

3.1. Définition fondamentale

L' est la fermeture de £ dans PM pour la norme || ||, .

Les éléments de £! s’appellent les fonctionnelles sommables (on dit aussi intégrables)

sur [a,b].

Vu le caractere fondateur et novateur de cette définition nous en donnons ci-dessous

quatre versions de plus en plus explicites :

Version 1 :

Soit f € PM ; alors fe L' ssi Ve>0 ilexiste g€ & tel que Hf—gH*ge.

Version 2 :

Soit f € PM ; alors f e £! ss’il existe une suite ¢, € € telle que ||f— gnH* — 0.



Version 3 : Soit f € PM ; alors f €L ssi Ve>0 ilexiste g€ £ tel que

Vhes\fmo—ll@ﬂhuwm\Seum«

Version 4 : Soit f € PM ; alors f € L' ss’il existe une suite £, — 0 et une suite
b

gn € € tellesque Vheé& ‘f(h)—/gn(:v)h(x) dz | < e, ||h|.

En résumé, les fonctionnelles sommables ne sont rien d’autre que des pseudo-mesures
particulieres : celles que 'on peut approcher en norme || ||, par des (fonctionnelles as-
sociées a des) fonctions étagées. On constate d’ailleurs que c’est la connaissance préalable
de I'espace PM qui permet de définir aussi aisément I'espace £, confirmant ainsi le role
crucial et fondamental des pseudo-mesures. Insistons aussi sur le fait qu’'une fonctionnelle
sommable est un objet parfaitement et totalement déterminé, ayant une wvraie valeur

pour chaque fonction étagée, et non pas un “machin défini presque partout” .

Notation : 1) ¥ f € £ onnote || fll, =7, |

2) On écrit f, - f ssi | fu—flli =0 etonnote | f="'limf,

on dit que la suite f, converge en norme || ||; vers f.

3.2.* Théoréeme : 1) R C L!

)
2) L' est un | espace de Banach | pour la norme || ||;
) L' est fermé dans PM

)

& est dense dans L',

b b
Notation intégrale : V f € L' on écrit / f(x) dz au lieu de / f(z); on adonc

[Fwae= [ = )

3.3. Lemme : Soit g€ & et ¢ > 0; alorsilexiste he€C tel que |g—hl|: <e.

Dém : 1l suffit de faire un dessin !

3.4.* Corollaire : C est dense dans L', et par application du théoréeme de Weierstrass,

IR[X] est dense dans L.

Récapitulatif : | £ +C C R > R C L' C PM

surj.




8 4. Sommes de Lebesgue

Nous énongons et démontrons d’abord ci-dessous un lemme élémentaire d’analyse fonc-
tionnelle, absent des livres de cours malgré sa simplicité, sa généralité et sa tres grande

utilité ; nous y ferons d’ailleurs plusieurs fois appel dans cet ouvrage.

4.1. Lemme fondamental de 'analyse fonctionnelle (LFAF')

Enoncé : Soient X et Y des espaces de Banach et soit une suite d’applications
linéaires T,, : X =Y avec sup ||T,|| < +o0o. On suppose quil existe un sous-espace
n

dense A de X tel que Yae A T,(a) - 0; alors VeeX T,(x)— 0.

(Ce lemme s’étend sans peine aux suites généralisées).

Dém : Posons M =sup || T, ; soit x € X ; soit € >0 et soit a € A tel que
lo—all <e/M; ona ¥neN |To@) < I Ta(@] + | Ta(z) - Tu(a)]
< | Tp(a)|]| + ITullllz —al] < [|Tn(a)|| + € ; soit N €N tel que Vn>N
|Th(a)]] <e; alors Vn>N ||T,(z)|]| <2¢; donc T,(x) — 0.

4.2. Définition : Soit a = a9 <a; <...<a, = b une subdivision D de [a,b] ;
on pose ||D| = max (a,4; —a,) ; on définit V f e £
p—1 1

Wo ) = 30— ([ dn) et

r=0
Wp ( f ) est la fonction étagée dont les valeurs sont les moyennes de f les intervalles

la,, ar+1]. Ces fonctions constituent les sommes de Lebesgue associées a f.

b b
4.3.*% Théoreme : ¥V fe L' ona Wp(f) €€ et /WD(f)dx:/ fdz.
4.4. Théoreme : Vfe L' ona !WD(f)‘ SWD(‘ﬂ) et donc HWD(f)ng Hf”l

Dém : La premiere inégalité est triviale ; de plus on a

b b B b 5
[wo ()l = [ 1Wo ()l de < [ Wo(li)yae = [[7]dz =171

4.5. Théoreme : Vfe€C ona Wp(f) > f quand |D| — 0.

Dém : Soit € > 0 et soit n >0 tel que Vx,y € [a,b] on ait

le—y|<n = |f(zx)—fly)|<e; soit a =ap<a1<...<ap, =0

10



une subdivision D de [a,b] telle que ||D|| <n; Vr € [0, p—1] choisissons

gr € [ara ar+l] tel que - (u) du = f(gr) (arJrl - ar) )

p—1
on a alors Wp (f) = Z f(&r) La, a0 3 on en déduit Vo € [a,, a1
=0

[Wh (f) (@) = f(2)] = | f (&) = f(2)| < &5 done Wp (f) S f.

4.6. Théoreme : Vfe £ ona Wp(f) > f quand |D| — 0.
Dém : On applique le LFAF aux opérateurs linéaires Wp —1 : £! — L.

Les sommes de Lebesgue constituent donc une suite (généralisée) explicite de fonctions

étagées convergeant en norme || ||; vers une fonctionnelle sommable donnée.

§ 5. Espaces ordonnés. Ordre dans PM

Les espaces vectoriels munis d’un ordre compatible avec la structure d’espace vectoriel
constituent un cadre fondamental pour toutes les théories exposées dans ce livre, en
particulier sous la forme des espaces de Riesz. Nous donnons ci-dessous les définitions et

propriétés de base relatives a ces espaces.

5.1. Définition : Si V est un espace vectoriel muni d’un ordre on note

V+:{u€VHu20} )

5.2. Définition : Un espace vectoriel V muni d'un ordre est un espace ordonné ssi

1) VAeR" YueVt Au>0

2) Vu,veV [v>u & v—u>0]

5.3.* Théoreme : Si V est un espace ordonné il en est de méme de tous ses sous-espaces.

5.4. Théoréme : Soit V un espace ordonné ; alors | u,ve VT = u+ve VT

Dém : Ona u4+v—u=v>0, donc u+v>u>0.

5.5. Définition : Un espace ordonné V est archimédien ssi

Vu,veVt [(VAER] Au<v) =>u=0]],

11



ou de maniere équivalente ssi | Vu,ve VT [ (VAER] u<Av) = u=0]].

5.6.* Théoreme : Si V est un espace ordonné archimédien il en est de méme de tous

Ses sous-espaces.

Exemple : F est un espace ordonné archimédien pour l'ordre naturel :

VfgeF [fﬁg ssi Vaela,b] flx)<g(z)|.

5.7. Définition : Un sous-espace W d’un espace ordonné V est intégral (ou solide)

ssi | Voe VT YVwe WT (vgw = U€W+) )

5.8.* Théoreme : W est un sous-espace intégral de I'espace ordonné V ssi

VveV Vo,ye W (xgvgy = UEW) )

5.9.* Théoreme : Soit V un espace ordonné et W un sous-espace intégral de V'

alors V/W possede une structure naturelle d’espace ordonné avec 'ordre défini par :

Vu,v € V/W |u <7 ss’il existe we W tel que u<v+w |.

5.10. Définition fondamentale : On définit un ordre naturel dans PM en posant

Vi, GgePM |f<g ssi Yhe&T f(h)<g(h)|

5.11. Théoreme : PM muni de cet ordre est un espace ordonné archimédien.

Dém : Ona PMT = {fEPM H Vhe&Er f(h) 20} ; montrons que PM est
archimédien ; soient f, j € PM™T tels que YA€IRT Af<g; soit he EY; ona
donc YA eIRY A f(h) < g(h), doncaussi 0< f(h) < Ag(h); en faisant \ — 0F
on trouve f(h)=0; donc Yhe & f(h) = f(ht)—f(h")=0, (ot h* et h~ sont

les parties positive et négative de f), donc f=0.

5.12.* Théoreme : Soit f, € PM™ une suite convergente en norme || ||, vers f € PM;

alors f € PM*. Ce résultat équivaut a la conservation des inégalités par passage a la

limite dans PM.

5.13.* Théoreme : V f € PM* ona || f|,=F(1) ]|

12



§ 6. Théoreme de convergence monotone

Nous donnons pour commencer la définition des pseudo-mesures spéciales, qui cons-
tituent la forme native sous laquelle se présentent souvent les pseudo-mesures. Elles nous

serviront entre autres a la démonstration du théoreme de convergence monotone.

6.1. Définition : Une pseudo-mesure spéciale sur [a,b] est une application

¢ : ET—= TR telle que

) Vh ke &t YA, peRY ¢(Nh+puk) = Aé(h) + uo(k)
2) ilexiste M >0 telque YVhe ' |¢p(h)| < M| A

Une pseudo-mesure spéciale constitue donc en quelque sorte une “forme linéaire

normée” définie sur les fonctions étagées positives .

Notation : On note PMg Despace vectoriel des pseudo-mesures spéciales sur [a,b].

6.2. Théoreme : Toute pseudo-mesure spéciale ¢ s’étend de maniere unique en une

pseudo-mesure, appelée prolongement de ¢ a &.

Dém : Soit ¢ € PMg; onpose Vhe & |¢(h)=¢(hT)—¢(h™)|, ht et h™

étant les parties positive et négative de h; montrons que ¢ € PM.

a) On a clairement Vhe & YA€ Rt ¢(Ah) = Ao (h).

b) Ona Vhe& ¢(=h)=¢[(=h)T]=o¢[(=h)]=0¢(h")—o(h")=—0¢(h).
c) Ona (h+k)"—(h+k)"=h+k=ht—h™ +kt -k

donc (h+k)"+h +k =(h+k)”+h"+kt,

donc ¢ [(h+k)T]+o(h)+d(k™)=o[(h+k)|+¢(h")+ (k")

donc ¢ [(h+k)*] = [(h+k)"]=o(h")—¢(h7)+ (k") — (k)

cca-d ¢ (h+k)=¢(h)+ ¢ (k).

d) Ona Vhe& ¢(h)=[o(h*) = (h7)| < [o(hM)] + [ (h7)]

< M ([IRHI+ [TR7]) < 2 M A

e) L’unicité est évidente car si € PM . par linéarité on a nécessairement
b

Vhe& ¢(h)=¢(h")—¢(h7).

6.3.* Corollaire :
L’application PM — PMg : f— f | g+ estun isomorphisme linéaire.

Autrement dit une pseudo-mesure spéciale n’est ni plus ni moins que la restriction
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d’une pseudo-mesure a £, ce qui peut s’écrire | PMg = PM |5+ :

6.4. Théoreme de convergence monotone dans PM

Enoncé : Soit f, € PM une suite monotone ; supposons qu’il existe M > 0 tel

que VneIN || an* < M ; alors f, converge en norme || ||, vers une pseudo-mesure

f e PM ; onadonc aussi lim anH* = HfH*

Dém : On peut supposer la suite f, croissante et positive ; on pose Vg e EF
flg) = 117?1 fn(g9) ; la limite existe bien car la suite f, (g) est croissante et Vn € IN
Fo(g) < || full llg]l € M|g]l. Onadonc f € PMsg ; notons encore f le prolongement
de f & €. On aclairement VneIN f—f,>0, donc Hj:—fn”* = (f—fn)(]l)

= f(1) = f,(1) > 0; donc f, > f.

Notation : Onnote | f = Sup f, ou Inf f, | suivant que la suite f, est croissante

ou décroissante.

Remarquons a quel point la démonstration de ce théoreme célébrissime se révele

élémentaire dans notre théorie.

6.5.% Corollaire : Soit fn € PM une suite croissante telle que sup H an* < +00;

alors on a

Vge &t (Sgp fn) (9) = sup [falg)] | et H Sup fa

= sw (Al

Le théoreme de convergence monotone est manifestement vrai dans n’importe quel

sous-espace fermé de PM ; en particulier on a le

.6. Sorem nvergence monoton n
6.6.* Théoreme de convergence monotone dans L'

Soit fn € L' une suite monotone ; supposons qu’il existe M >0 tel que Vn € IN
|| anl < M ; alors f, converge en norme || |1 vers une fonctionnelle fert:

on a donc aussi lim anH1 = Hf”l
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8 7. Valeur absolue d’une pseudo-mesure

La valeur absolue constitue un élément structurel fondamental de PM et lui confere
le statut d’espace de Riesz. Elle permet d’importer dans PM une partie significative des

concepts et des outils de I'analyse réelle.

7.1. Définition : Soit f € PM ; onpose Vhe Y |[f|(h) = | nf],].

7.2.% Lemme : Vhe EX YA€R® ona |f|(Ah)=\]|f|(h).

7.3.%* Lemme : Vhe &Y ona |[f|(h) < | fll, Al

7.4. Théoreme : Vhe ET |f‘(h): sup !f(k)} = sup f(k)|.
ke&, |k|<h ke&, |k|<h
Dém : Ona VYhe &t |[f](h) = |nf|l,= swp (hf)(k) = sup f(kh)
3 ke& |k|<1 k€&, ||k <1
= sup  f(k).
ke&, |k|<h

7.5. Lemme : Soient hy, ho € €T tels que hyi.hy = 0 ; alors

| F By + o) = | F| () + | F | (ha).

Dém : |f|(hi+hs) = sup f(k) =  sup  f(ki+ks)
ke& ki,ko€ €&
|k| < hitho k1| < ha,lka]| < ko
= sup  f(k)+ f(ks) = sup f(k1) + sup f(ks) = |f|(h1)+|F](h2).
ki,ko€ & ki1€€& ko€ &
k1| < hi,|k2|< ha [k1|< Ry |k2| < ho

7.6. Théoreme : ’f‘ € PMg.

Dém : Tl reste a montrer que Vh, ke ET |f‘(h+k):‘f|(h)+‘f|(k:)

Soient h, k € £ ; on peut trouver une partition de [a,b] en intervalles I, (1 <r <mn)

telle que h=> «,1;, et k=> 8,11, avec Vre[l,n]] a, €R" et 5, € R".

r=1 r=1

On a alors ’f‘(h+k) = ’f}[i(ar%—@)lh} = i |f’|:(04r+67“)]]-h}

r=1

= (ar"i_ﬁr) ‘f‘(]l'lr) - é O‘r}f’(llr) + i BT f~ (]llr) - ’f‘(h)+ ’f‘(k)

n
r=1

Notation : Nous continuons a noter | f ‘ le prolongement de | f ‘ a £.

7.7. Théoreme : ‘f‘ € PM* et H}f”}*: 171, |-
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Dém : vhe s ona ||F|()] = ||7] ()~ | £ ()] < m ¥ +>f!
= [F| (1t +h7)y = [FI(In) = [[IRI F], < I F1< [IR] 5 dome | f]| €

d’autre part on a clairement ‘f| >0, donc H ’f‘ || ‘f| 1) = H H .

7.8. Définition : ¥V f € PM on appelle }f’ la | valeur absolue | de f.

7.9. Théoreme : Vf€ PM YVheER ona |f(h)‘ < |f‘(|h|) .

Dém :

) heé :ona [f)]< s [F)]=|F|(h)

ke&, |kl <h
b) he & : ona |[f(W)|=|F(ht+h7)|=|F()+Fh)|<|F(O)]+|f(h)]
<|FIRO)+[F[(h) = | FI (BT +h7) = | F[(|R])

c¢) he€R : vrai par densité de £ dans R.

7.10. Théoréme : Vfe PM Yje PM* ona

Dém :

a) = : Ona Yhe& [f(W)|<|f|(In]) < a(|n]).

b) < : Ona Yhe &t |fl(h) = suwp [f(k)] < sup g(|k]) = g(h).
keé&, |k|<h k€&, |k|<h

7.11. Théoréme : Vf€ PM YheR ona “f}(|h|) <7l 11zl \

Dém : a) he & : c'est I'inégalité de la norme.

b) h € R : vrai par densité de £ dans R.

7.12. Théoréme : Vf,f]GPM on a }f’ﬁ\f}\ = ”f”*SHf]”* :

Dém : || <|g|l = |7, =[F](M) < [glM) =gl

Les théoremes qui suivent montrent que la valeur absolue dans PM jouit des mémes
proriétés que dans R. La valeur absolue dans PM est donc a la fois I’“image par

dualité” de la valeur absolue dans R, et sa généralisation puisque R C PM.

7.13. Théoreme : VfePM ViePM* ona ||f|<j & —G<[<j
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Dém :

a) = : Ona Vhe& |[f)|<|F|(h)<ah), cad —5(h) < F(h) < ().

b) < : Ona Vke &t |f(k)|< g(k); donc Vke€&

onadonc Vheé&t }f{(h) = sup }f{(k;) < sup g (|k]

keE,|k|<h ke&,|kl<h

7.14.* Corollaire : V f € PM —\f\g S‘ﬂ

7.15. Théoreme : V[, 5 € PM ona ||f+3g| <|f|+]dl|.

Dém : Ona Vhe ET }f%—g‘(h): sup [f(k:)—l—g(k)] < sup f(k:)—i— sup g (k)
k] < h Ik < k| < h

= | F[(m)+1al() = (|F]+131) (n).

7.16.* Corollaire : V f, § € PM ona ||f’—|§]|§ If—aql.

7.17.* Corollaire : V f, j€ PM ona H‘f|—|§|H*§ I F—all,-

7.18.% Corollaire : L’application PM — PM* : f — } f ‘ est continue pour la

toplologie de la norme || ||,.

7.19. Théoreme : Si f € R, la valeur absolue de f définie dans PM coincide avec la
valeur absolue ordinaire de f.

Dém : Clest évident si f € £. Notons provisoirement la valeur absolue définie
dans PM par | |,. Soit f € R et soit f, € £ telle que f, = f; ona |fula = |fla

c-aed [ fo| = |fla; orona f, = f, donc |fn| = |f|, donc |f.| = |f|; donc

|f|a:|f|'

7.20. Corollaire : | f € £} = |f‘ e L.

Dém : Soit une suite f, € £ telle que fni>f; alors VneIN |[f,| €& et
|fn|—1>}f,donc ‘f|€£1.

Remarque : Etonnament la réciproque de cette proposition est vraie elle aussi :

si f€PM etsi |f‘ e L', alors fe L' (Corollaire VI 1.14).
7.21. Théortme : Vfe PM VYgeR ona |gf‘:\g|‘f}
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Dém : Soit d’abord g € £ ; alors Vh e ET on a |gf|(h) = sup (g9f) (k)
k| < h

= sup f(gk) = sup F(lglk) < suwp F(&) = |F|(lglh) = (1g]|f]) (R

|kl <h |kl <h el <lglh

par ailleurs donnons-nous h € €7 ; soit € >0 et £ € & tel que [£] <|g|h et
|7|(lglh) —e < f(£) ; définissons k € € par : Vo €[a,b] k(z)=0 ssi g(z)=0,
sinon k(z) ={(z)/g(x); ona |k[ <h etdonc (|g||f])(h)—e=|f|(lglh)—c < f(0)
=f(g9k) = (gf) (k) < |gf|(h); donc Yhe &F |gf|(h)=(lg||f])(h), donc aussi
vhe& |gf[(h)=(lgl|f])(h), ca-d [gf]=1g||[]|-

Le résultat général se déduit alors de la densité de £ dans R pour la topologie uniforme.

Nous pouvons maintenant généraliser le Suprémum et I'Infimum aux pseudo-mesures,

avec des définitions et des propriétés analogues au cas des fonctions réelles.

7.22. Définition : On pose V f, § € PM

Sup {f, g} =|fV € PM

Ne)
Il
N[
—~
—~,
+
N}l
+
~
|
Ne}l
N—

}
et Inf{f.gt=|fAg=2%(f+3-|f-3])|€PM.

7.23.*% Théoreme : Les lois V et A sont idempotentes, commutatives et associatives.

7.24.* Théoreme : Vf,GgePM |fAG<f<fVvil

7.25. Définition : On pose V f € PM f+:f\/0:%(‘f|+f) e PM*

et |fT=(=H"=NHvo=35(F|-7F)|ePmt

7.26.* Théoreme : Vf€PM | frAf =01, | f=fr—F"

et ||fl=Fft+f=fvi=fv(-f]

Ces propriétés constituent quelques exemples du tres riche catalogue des relations
vérifiées par les lois V et A, que nous détaillerons dans le Chapitre II, consacré aux

espaces de Riesz généraux.
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§ 8. Mesures et mesures diffuses sur [a,b]

Il manque aux pseudo-mesures, malgré leurs excellentes propriétés, une condition
supplémentaire de continuité sans laquelle les théoremes classiques de convergence, et en
particulier le théoreme de convergence dominée de Lebesgue, ne s’appliquent pas.

Considérons par exemple la suite g, constituée par les fonctions caractéristiques des
intervalles ouverts ] 0, % [ (n € IN*), suite manifestement dominée ! Il est clair que la
suite g, converge simplement (et non uniformément) vers 0. Mais si nous faisons agir
la pseudo-mesure §y : g+ liorg g sur la suite g, nous obtenons Vn € IN* 64 (g,) =1,

alors qu’évidemment §4 (0) = 0.

On est donc naturellement amené a poser la définition suivante :

8.1. Définition : f € PM est une mesure ssi | Ve € [a,b] limif(l]cvd[) =0

d—c

Cette propriété s’appelle 'HYPERCONTINUITE des mesures.

On note M = {fE PM || fmesure}.

8.2. Définition : f € M est une mesure diffuse ssi | Ve € [a,b] f(l{c}) =0

Onnote Mp = {f € PM || f mesure diffuse } .

b
La mesure diffuse | € =R : h — / h(x) dx | n’est autre que la mesure de Lebesgue.

Remarque : Pour des exemples de mesures non diffuses et de pseudo-mesures qui ne

sont pas des mesures, voir Chapitre VII § 3 et § 4.
8.3.* Théoréeme : L' € Mp C M C PM.

8.4. Théoreme : M et Mp sont des sous-espaces fermés de PM.

Dém : Montrons que M est fermé dans PM.
Soit une suite f € M telle que f, = f € PM ; il faut montrer f € M.

Soit ¢ € [a,b] etsoit e>0; soit N€IN tel que ||fy—f||,<e; ona
vdelab] |f(Lea)| < [fy (Lea) |+ [(Fy = F) (Lea)| < [Fv (Le.a))| +
donc  Tim, |f (1)e,a()| < e on adonc Jlim, F(1yea)) = 0.

La fermeture de M p est évidente.

19



8.5. Théoréme : Y€ PM ona |[feM & |f‘€/\/l .

Dém :
a) = : Soit €>0 etsoit he & telque ||A| <1 et |fll. < f(h)+e;

soit T un intervalle de [a,b] et soit E = [a,b] —1; on peut écrire

£ + [ (e) = [F] (W) = 1 fll. < F(h) +e = F(h1y) + f(h1e) + e

< f(hl) + | f](1g) +€; done |f|(1) < f(h1) +¢

En prenant I = ]¢, d[ on obtient hm ‘f|( )< hm f(hl cdf) + €5

or h est localement constante a gauche ou a droite de ¢, donc hm f (h 1., d[) 0,

d—ct

donc d@i | f] (1)e,a)) < e donc im, | f] (1}c,41) = 0.

b) < : Ona lim }f(l]c,d[) Sdlinéli ‘f|(1]c,d[):().

d—ct

8.6. Théoreme : Vf € PM ona |feMp < ‘f:‘EMD .

Dém : Résulte de I'égalité évidente V¢ € [a,b] ‘f} (1{6}) = ‘f(l{c}) ‘

8.7.% Corollaire :

f € PM est une mesure diffuse ssi | V¢ € [a,b] lim |f‘ (Lic,q)) =0

d—c*

8.8. Théoreme : Soient f€M+, ge & et >0 alorsil existe h €C tel que
IRl =1llgll et Flg—hl) <e.

Dém : 1l suffit de faire un dessin !

8.9.% Corollaire : VfeM ona HfH* = sup }f(g)’ :

gecC,llgll=1

8.10.* Corollaire : VfeM ona |fle=0 < f=0]| et f!R[X]:O<:)f:0

Ce dernier corollaire équivaut a dire qu’une mesure est entierement déterminée par ses

valeurs sur les fonctions continues ou méme simplement sur les polynomes. Rappelons
. . ; s

néanmoins qu’en tant que pseudo-mesure, une mesure est de toute facon entierement

déterminée par ses valeurs sur les fonctions étagées.
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8 9. Convergence fine dans PM

Nous nous intéressons a un nouveau type de convergence, la convergence fine, ainsi
dénommée car plus fine que la convergence en norme. Cette convergence est I'analogue
pour PM de la condition de convergence dans IR donnée par 1’égalité de la limite
inférieure et de la limite supérieure . Mais alors que dans IR cette condition est équivalente

au critere de Cauchy pour la norme, il n’en est plus de méme dans PM.

9.1. Définition :

Une suite f, € PM est dominée ss'il existe F € PMT telque |VneN ‘fn} <F|

Provisoirement toutes les suites seront supposées | dominées |.

9.2. Définition : Pour toute suite fn € PM on pose

Supfn:Sup fo\/fl\/...\/fn et Inffnzlnffo/\fl/\.../\fn

Ce sont respectivement le Suprémum et I’ Infimum de la suite fn :

on a évidemment toujours | Inf f, < Sup f, |.
n n

9.3.* Théoreme : Pour toute suite f, € PM™T on a

H Inf f,

< i o]l < s 17, < || s 7

* *

9.4. Définition : Soit une suite f, € PM ; on pose

VnelN g,=Inff, et hy= Sup J,;
p>n p>n

Jn est une suite croissante, h, une suite décroissante ; on pose ensuite

Lim fn = Sup §, = Sup Inf fn+p € PM
n n p

n

et Lim f, = Inf h, = Inf Sup f,.p, | € PM.
n n n p

Ce sont respectivement la Limite Inférieure et la Limite Supérieure de la suite fn ;

on a évidemment toujours | Lim f, < Lim f, |.
n

n




9.5. Définition :

On dit que f, converge finement vers f e £ ssi

i

Lim fn = Lim fn

, c-a~d ssi

on écrit

fo s f

f=Sup Inf f,,
n p

Inf Sup fn+p
nop

et on note

f:Limfn.

9.6. Théoreme : Soient f,, f € PM; alors f, = f ssi

c-a~d ssi la suite ggn = Sup ‘fp —f| 50|.
p=>n

Dém :
a) = : Soit n€IN; ona Vr>n <I£1f fp>—f§ fr—f§<sgpfp>_ﬁ
p>n p>n
donc Vr=>n ’fr_f|§‘<ph>lifp)_f V‘(E;llifp)_f‘§

done  Sup [, — f| < ‘(plgifp)—f‘v‘(fggfp>—f’
= | (it Juva) =7 || (g0 o) = 7| 500
b) < : Soit n€IN; on a

‘(Sgpfnw)—f‘:‘Sgp(fnw—f)‘é Sgp \pr—f\:?gg | fr—F] 50

de méme on a ‘(Inffn+p)—f~):‘lnf (fnﬂ,—f)’g Sup ‘fn+p—f|i>0.
p p p

9.7. CRITERE PRATIQUE : Soient f,, f € PM ; alors f, = f ssi

Sup ‘fr_fl

Ve >0 ilexiste pe IN tel que Vg>1p H
P<r<q

<e].
*

fn

de plus si f, est monotone ona f, = f < f.— f.

Vi, fePM ona N Y

9.8.* Corollaire

9.9.* Théoreme :

14
kh?
3

IN

Soient f,, f € PM tels que f, = f: alors

IN
e
B
S

9.10. Théoreme : Pour toute suite fn € PM™ on a

HLi_mfn

* n n n *
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Dém : Ona VneIN sup Hfmp“* < HSup fnﬂ,
p p

; or Sup fuy, = Lim f,
* p n

quand n — + 0o ; donc lim anH* < Hm fn

9.11. Définition : On dit que la suite f, € PM est Cauchy-fine (C-fine) ssi la suite

an: SUP |fp_fn|i>0 .
p>n

9.12. Théoreme : PM est complet pour la convergence fine.

Dém : Soit f, € PM une suite C-fine; ona VneIN

sSup ||fp_an* S H Sup ‘fp_fn’
p>n p>n

‘ — 0, donc fn est une suite de Cauchy
dans PM pour la norme | ||, ; posons f = *lirrln fn € PM.

Montons que fn % f; soit € > 0; soit n € IN tel que an —f”* <e et
Eﬂlﬁ-ﬁ”LSacmmepéw o=l < o= Fal + | fu— ],

Sup | f, — f] Sykﬁ—ﬂl
p>n

p>n

<

*

on peut écrire

|+ 1= Fll < 2e

9.13. CRITERE PRATIQUE : La suite f, € PM est Cauchy-fine ssi

Ve>0 il existe pe IN tel que Vg>p <e

*

Sup

p<r<gq

fr_fp’

Désormais les suites ne seront plus supposées dominées a priori ; remarquons néanmoins que
la convergence fine implique toujours la domination ; autrement dit, une suite qui converge

finement est nécessairement dominée.

9.14.* Théoreéme : Soit une suite f, € PM telle que 3 anH* < +o00;
0

alors > fo et > ’ fn‘ convergent finement dans PM ; de plus f,, — 0.
n=0 n=0
Dém : Ona Vp<gq

Sup ([ fy] + [ fpsr| + - +1Fr])

p<r<gq H*

Swp | fy+ fprat 4 ]| <

p<r<gq
= |1l 1Fal = -+ 1AL < S UIZIL
T=p

donc 3 f, et 3 | fn‘ convergent finement dans PM ; de plus Vp € IN
n=0 n=0

<

*

Sup |fp‘
qzp

SRl < S U4 done 0.
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9.15. Théoreme : Soit f € PM et soit une suite f, € PM telle que f, = f

alors il existe une sous-suite fn/ telle que fn/ 5 f .

Dém : On construit une suite strictement croissante d’indices n’ € IN tels que

VnelN an, — fH* < 1/2™ ; alors on a pour tout indice n’

Sup ‘f’“’_ﬂH*S /i,Hﬁ’_fH*S i 1/27 = 2/2" ; donc fo = f.

r’'>n’ r=n

9.16. Théoreme : La convergence fine dans PM est une convergence non topologique.

Dém : Soit une suite f,, € PM convergeant en norme vers 0, mais ne convergeant

s N , . o
pas finement (par exemple en n’étant pas dominée) ; supposons qu’on puisse définir la
convergence fine a partir d’une topologie ; comme la suite f, ne converge pas finement
vers 0, il existe un voisinage )V de 0 pour cette topologie et une sous-suite f,, tels que
Vn' f, € V; mais comme la suite f,, converge en norme vers 0, elle contient une
sous-suite f,~» qui converge finement vers 0 ; on a donc Vn” & partir d'un certain rang

far €V ; contradiction.

§ 10. Suprémum et Infimum généralisés dans PM

On généralise aux parties de PM les notions de Suprémum et d’Infimum, déja ren-

contrés pour les parties finies et les suites de PM (voir §§ 6.4, 7.22, 9.2).

10.1. Définition : Soit A une partie de PM satisfaisant aux propriétés suivantes :

1) Tlexiste F € PM telque Vfie A f<F (A estdominée supérieurement)

2) Vf,ge A ona fvgeA (A eststable pour laloi V) ;

on pose alors | Vh e EY ®(h) = sup f(h) |.
feA

10.2. Théoreme : @ € PMs.

Dém : On a clairement Yhe EY YA>0 & (Ah)=Ad(h).
Montrons que Vh, ke Er d(h+k)=d(h)+P(k); ona VfeA Vh, ke EF
F(h+k)=f(h)+ f(k) <®(h)+ ®(k), donc ®(h+k)<®(h)+ (k).
Par ailleurs soient h, k€ ET et >0 ilexiste f,§e A tels que
f() =@ () —c et f(k)>® (k) —c;
onadonc ®(h)+®(k)—2e < f(h)+g(k) < (fVva)(h)+(fVa) k)
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<(fVG (h+k)<®(h+Fk) . Onen déduit ®(h+k)=d(h)+d (k).
De plus soit foe A; ona Vfe A Vhe T fo(h) < f(h) < F(h),
donc Vhe &t fo(h) <®(h) < F(h), donc Yhe&E*

| (h)| < max {|fo(h)|, |F(h)|} < max {]|fo]

, S EL Y IR

Notation : On note encore @ le prolongement de D a €.

10.3.* Théoreme :

1) & € PM 3) VieAd f<d

2) &< F 4) VG e PM [(vfeA fgé);»égé].

On pose | & = Sup A= Sup f |.

Si A est dominée inférieurement et stable par A, on définit Inf A = Inf f de maniere
feA

analogue. Sup A se nomme le Suprémum de A et Inf A se nomme I’ Infimum de A.

10.4. Théoreme : inf H%—fH* =0].
feA

Dém : VfeAd ona [|[®—F|,=(®—F)(1)=a(1)—f(1), donc

inf || @~ f|, = inf [®(1)—f(1)] = (1)~ sup f(1)=0
feA feA feA

10.5.* Corollaire : H ® ||* = lim HfH* (au sens d’une limite généralisée).
feA

10.6.* Corollaire : Si A est inclus a un sous-espace fermé de PM , alors Sup A et

Inf A appartiennent aussi a ce sous-espace .

10.7. Définition : Soit A une partie de PM dominée supérieurement. On pose
AA={ ViV ... Vi |neN et fi,fo,... fn€A}.

Alors AA est encore dominée supérieurement et de plus stable pour la loi V ;

on peut donc poser | Sup A = Sup AA |. Idem pour Inf A.
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CHAPITRE II

ESPACES DE RIESZ

Un espace de Riesz est un espace ordonné possédant une valeur absolue (a valeurs
dans l'espace lui-méme) . IR en est 'exemple minimal et paradigmatique. De nombreux
espaces de fonctions, les espaces PM et L', ainsi que la plupart des espaces définis
dans les chapitres suivants, sont des espaces de Riesz. L’intérét primordial de cette
structure est d’absorber efficacement dans un méme formalisme les espaces de fonctions,

de fonctionnelles, de mesures et de pseudo-mesures.

§ 1. Définition et propriétés

1.1. Définition : Un espace ordonné V est un espace de Riesz ss’il existe une application

| | : V= VT, appelée valeur absolue, telle que

VueV VoveVT \u|§v<:>—v§u§v]

1.2. Théoreme : Dans un espace de Riesz V ona (u,v e V)

D = luf <u<]ul

2) u>0 & u=|ul

3) VAeR |Au| = |A|]|u]
4) Ju+of <ful+|v]

5) [lul = v|| < Ju—v]

Dém

1) YueV ona |uleV*t et |u| <u|, donc —|u| <u < ul.

2) a) = : Soit u>0; ona —u<u<u, donc |u| <wu; or u<|ul, donc u=|ul.
b) < : Trivial.

3) YVueV ona —|u| <u<|u|, donc —|u| < —u<|u|, donc |—u| < |ul,

donc aussi |u| = | — (—u)| < |—wu], donc |—u| = |ul.

D’autre part soit A >0; ona —|u| <wu<|u|, donc —A|u| < Au < Aul,

or A|u| € VF, donc [Au| < A|ul; onadoncaussi Alu|=\|(1/\)Au]

<A(A/N) | Au| = |Au|; done [Au|= X ul.
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4) YVu,veV ona —|u|—|v]| <u+v < |ul+|v|, done |u+v| < |ul+|v].

5) Yu,veV ona |u|=|v+u—v|<|v|+]|u—wv]|; en intervertissant u et v on a

lv| < |u|+|u—wv]|, donc —|u—wv| < |u|—|v| <|u—wv|, donc ||u|—|v|} < lu—v].

Exemples d’espaces de Riesz : £, C, R, F, L', Mp, M, PM.

1.3. Théoreme : Il existe au plus une valeur absolue dans un espace ordonné.

Dém : Soit V un espace ordonné et soient | |; et | |5 deux valeurs absolues
dans V; ona YueV —|ul; <u<|uly, done |u|s <|ul; ; de méme on trouve

|u|1 < lule, donc |u|; = |uls.

Remarque : En dépit de sa simplicité, ce théoreme est particulierement intéressant
C . ; .1 .
puisqu’il nous apprend que la structure d’espace ordonné détermine déja la structure
d’espace de Riesz : un espace de Riesz est un espace ordonné dans lequel on peut définir
une valeur absolue, avant méme que d’étre un espace ordonné dans lequel on a défini une

valeur absolue.

1.4. Définition : Soit V un espace de Riesz ; YV u, v € V on pose

uVo=31(utv+|u—v|) et uhv==31(ut+v—|u—v])|

1.5. Définition : Soit V un espace de Riesz ; Vu € V on pose

ut =uVv0=13(Jul+u) et um = (—u)" = (—u) V0 =3 (Jul —u)|.

u' et u~ s’appellent la partie positive et la partie négative de u.

1.6. Théoreme : Propriétés des lois A et V dans un espace de Riesz V

(u,v,w,z€V)
1) VAeRT (Au)t=Aut et (Au)” = Au”
2) VAeRT AuAv)=Au)A(Av) et A(uVo)=(Au)V(Av)
3) —(uAv)=(—u)V(-v) et —(uVv)=(—u)A(—v)

4) (u+v)Vu+w)=u+(uvw) e (ut+v)A(ut+w)=u+(uAw)
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uNv <u<uVu
uVu=uAu=u (idempotence)
uVuv=ovVu et uAv=uvAu (commutativité)

(uVv)Vw =uV(wVw) et (uAv)Aw =uA(vAw) (associativité)

uN(wVw) = (uAv)V(uAw) et uV(vAw) = (uVv)A(uVw) (distributivité)

v<w = (u\/vgu\/w et u/\vgu/\w) (monotonie)
uNv<u<uVvu

(ugv et ugw) = u < vAw [u/\v est la borne inférieure de u et v}
(ugw et Ugw) = uVuv <w [u\/v est la borne supérieure de u et v}
u<v & uANv=u

u<v & uVou=v

uVu+uAv=u+v e uVv—uAv=|u—uv|
uV(—u) =|u|l et uA(—u)=—]ul

utAu =0

u=u"— u"

lu| = ut + v = u" VvV u”

u<ov & (u+§ vt oet um > U_)

2wAv)F < (u+v)" < ut+ vt et 2(@wVu)T < (utv) < U+ v
(uAv)T=utAvt et (uAV)” = u Av™

(uvVo)yt = utvoet e (uVo) = u Vo~
uVov=utVor—u Av- et uAv=utAvi—u Vo
luVo| < u|lVi|v] et |uAv| < |u|V]v|

lu+v|V|u—v|=|u|l+|v|

[u Afo] =0 = [uto] = [uf+]v]

luvv—wVe|<|lu—w|+|v—z| et |[uAv—wAz|<|u—v|+|w—2x]
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30) u<w = uV@wAw) = (uVo)Aw (ﬁf
31) Vu,v,we VT uA(v+w)<uAv+uAw

32) Vo, we VTt [(u:v—w et vAw=0) & (v=u" et w:u*)].

On constate qu’on retrouve toutes les propriétés de 'ordre dans IR, sauf bien sur celles
lies a la totalité de cet ordre. A cette restriction pres on peut donc énoncer : “ Si c'est
vrai dans IR, c'est vrai dans un espace de Riesz 7.

Tous ces résultats sont de démonstration élémentaire (voir Zaanen [34]) et nous les

utiliserons librement et abondamment dans la suite.

1.7. Théoreme de balayage dans £' : Vfe £! ona | 'lim aAf=f|

o ——+ 00

Dém : Soit € >0 et soit g € &£ tel que ||f—g||1§8; ona Va>0
lanf=Flli < llanf—angli+ If=glli + llarg—glh
<2|f-glli+lang—glli <2c+[larg—gli;or Ya>|g| ona ang=g;

donc Ya>|lg|| ona [|aAf—fli<2e.

1.8.%* Corollaire : Nlim  (—a) \/f/\ a=f

o —+ 00

§ 2. Treillis

2.1. Définition I : Un ensemble ordonné E est un treillis ssi Va, b € E la paire
{a, b} possede un magjorant minimum (noté a V b) et un minorant maximum (noté

aAb). On en déduit Va,beT ’a/\b <a< a\/b‘.

Remarque : Rappelons que, dans un ensemble ordonné, un élément est minimum s’il
est inférieur a tous les autres (il est donc nécessairement unique) ; par contre un élément
est minimal si aucun autre ne lui est inférieur, ce qui est une propriété plus faible qui

n’assure pas l'unicité.

2.2. Définition équivalente II : Un ensemble E est un treillis ss’il existe deux lois de

composition sur E, notées V et A, commutatives, associatives et idempotentes, telles

que |Va,bek [a/\b:a & a\/b:b]
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On peut alors définir un ordre sur E par la condition |Va,beE a<b & aAb=a|.

Pour cet ordre V et A constituent effectivement les opérations de “majorant minimum ”

et de “minorant maximum” .

2.3. Définition équivalente III : Un ensemble E est un treillis ss’il existe deux lois de

composition sur E, notées V et A, commutatives et associatives , vérifiant la propriété

d’absorption |Va,b€eE aA(aVb)=aV(aAb)=al|.

Remarque : La propriété d’absorption a elle seule implique déja I'idempotence des

lois V et A ; en effet on peut alors écrire Vae T
aVa=aV[aA(aVa)] =a

aha=aA[aV(aha)] = a.

2.4. Théoreme fondamental

Un espace ordonné est un treillis ssi c¢’est un espace de Riesz.

Dém :

a) = : Soit V un espace ordonné posédant une structure de treillis ; on pose

VueV |u|l=uV(—u)|; montrons que | | est une valeur absolue sur V.

Ona YueV |ul>u et |u|>—u, donc 2 |u|>u+ (—u)=0, donc |u|>0.
D’autre part on peut écrire VueV VvoeV*t: |u|<v & uV(—u)<w
& (ugv et —ugv)
&S —v<u<lvw.

b) <« : Conséquence des propriétés 6), 11), 12), 13).

8 3. Sous-espaces d’un espace de Riesz

3.1. Définition : Soit V un espace de Riesz ; un sous-espace W de V est cohérent ssi

W est stable pour les lois V et A.

Remarque : W étant un sous-espace, la stabilité pour I'une des lois implique la

stabilité pour l'autre.

3.2. Théoreme : W est cohérent ssi YVu eV ona |([ueW = |ule W |
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Dém : a) = : SiueW ona |u|=uV(—u)eW.

b) < : Si u,veW ona uVv=3(ut+v+|u—v|)eW.

3.3.* Théoreme : Soient V un espace de Riesz et W un sous-espace de V ; alors W

est un espace de Riesz (pour la structure induite) ssi W est cohérent .

3.4.* Théoreme :

M et Mp sont des sous-espaces cohérents et de PM.

3.5. Théoreme : Soient V un espace de Riesz et W un sous-espace de V cohérent et

intégral ; alors V/W possede une structure naturelle d’espace de Riesz en définissant la

valeur absolue par |V u € V/W |ﬂ|:|/u\] , ca-d Ju+ W[ =|u|+W.

Dém : Montrons d’abord que cette définition est indépendante des représentants
choisis , c-a-d que Vu,veV (ﬂ: v = |/u\| = ]/v\|), c-a~-d encore Yu,v eV
(u—veW = |u|—|v] € W). Soient donc v €V et we W ; il faut montrer que
lv+w|—|v|]eW; orona —|w|<|v+w|—|v|<|w|; deplus |w| €W car W

est cohérent ; on en déduit |v+w|—|v] € W car W est intégral.

Démontrons ensuite que | | est bien une valeur absolue sur V/ W, c-a-d que
VieV/W Vie (V/W)" [ym <7 e -—0<a< a].
a) = : Supposons |u|<7v; alorsil existe w € W tel que |u| <v+w, c-a-d

—v—w<u<v+4+w; onendéduit —v<u+w et u<v+w, donc —v<u<7D.

b) < : Supposons —v < u < v ; alors il existe w;, wy € W tels que —v < u+ wy
et u<wv-+wsy; onendéduit —v—w; <u < v+ w,y, donc

—v— (w1 Vwsy) <u<v+ (w Vws), done |u| <v + (wy Vws), done |u| <.

§ 4. Domaines de Riesz sur un espace de Riesz

4.1. Définition :

Soient A et V deux espaces de Riesz ; on dit que V est un domaine de Riesz sur A

ss’il est muni d’une multiplication externe bilinéaire A XV —V : (a,u) — au

telle que |Vae A YueV |au|=la||ul
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4.2. Théoréme : Dans un domaine de Riesz V sur A on a

1) Vae At YVueVt aueV™t
2) Va,be A" Yu,veV™" [(agb et ugv)ﬁaug bv]

)
)

3) Va,be A YueVTt (aAb)u=(au)A(bu) et (aVb)u=(au)V (bu)
)

4) Yae AT Vu,veV a(unv)=(au)A(av) et a(uVv)=(au)V(av)
Dém
1) au=|a||lu| = |au| € VT.

2) (b—a)u>0, donc bu> au; deméme b(v—u)> 0, donc bv> bu;

donc bv>bu> au.

3) (anb)u=3(a+b—|a—b])u=3(au+bv—]a—0blu)
— %(au+bv—|(a—b)u|) = %(au+bv—|au—bu|): (au) A (bu).

4) Idem.

Exemples : R, L', Mp, M, PM sont des domaines de Riesz sur R .

8 5. Espaces semi-normés de Riesz

5.1. Définition : Un espace de Riesz V muni d’une semi-norme (resp. norme) | ||

est un espace semi-normé (resp. normé) de Riesz ssi

Vu,veV |u| <|of = Julls < lols |-

5.2. Théoreme : Dans un espace semi-normé de Riesz V on a (u, v € V)

1) Jul=fv] = [Jull = [vlls
2) |ull,= lulls
3) [[lul =TIl < llu—wvl
Dém : C’est trivial ; démontrons par exemple 2) : ona Yu€eV |lu]| = |u],
donc |||u|Hs: |-
5.3.* Théoreme : | Un espace normé de Riesz est archimédien .

5.4. Définition : Un espace normé de Riesz V est un espace de Riesz-Banach (ou
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treillis de Banach ) ssi V est complet pour la norme. Si de plus V est un espace de

Hilbert on parle d’un espace de Riesz-Hilbert .

Exemples d’espaces de Riesz-Banach :

o hun. (F L. 5T L) (Mo L) (PMLT )

8 6. N-dual d’un espace semi-normé de Riesz

Nous nous proposons de généraliser a un espace semi-normé de Riesz quelconque

la construction qui nous a permis d’obtenir PM a partir de £.

6.1. Définition : Soit V un espace semi-normé de Riesz et soit V* le N-dual de V;

V* est un espace de Banach pour la norme duale || ||, définie par

VoeVr |¢l. = suwp  [o(u)] = sup |¢(u)

ueV, [ull=1 uweV, flull <1

6.2. Définition : On définit un ordre dans V* de la maniere suivante :

Vo,peV* onpose | ¢ <t ssi VueVt ¢(u) <(u) |

6.3.* Théoreme : V* est un espace ordonné.

6.4. Définition : On pose V¢ e V*

e YueVt [¢|(u) = sup ¢(v) = sup [¢(v)

veV,|v|<u veV,|v|<u

o VueV [¢|(u) =[] (u")—|o[(u)

6.5. Théoreme : | | est une valeur absolue sur V*, qui est donc un espace de Riesz.

Dém : Identique a la démonstration faite dans le cas de PM.

6.6. Théoreme : Vo € V* Yu eV ona |¢(u)|<|o](|ul).

Dém : Identique a la démonstration faite dans le cas de PM.

6.7. Théoreme : V¢ € V* ona ||/|o][, = 4] |.
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Dém : Soit g€ V*; ona [[¢], = sup |¢p(w)] < sup |8|(Jul)

weV, luf =1 wev, |luf =1
= s |8l = 6], s onadonc [¢]l. < 6], soit =>0:
ueVH |u||=1
choisissons uw € V¥ tel que [[ul =1 et |||8]], < |¢|(u) + ¢ ; choisissons ensuite

veV telque [v]<u et [¢](u) < |¢(v)|+e; onadone ||¢]], < |¢@)]+2¢;
or [u] < u, done o < |lull =1, donc |6 ()] < [16], donc [[|6]]], < ol +2¢

on en déduit |||¢]][, < [|o]..

6.8.% Corollaire : V¢, € V* ona |o| <|Y| = |9« < ||¢]|x-

Dém - ||o] = [[lo]ll. =  sup chbl(U)! = suwp  |[[o](u") — o] (u7)]

ueV, [lul= ueV, flull=1

= sup ‘|¢|(U)|§ sup 1}|2/1|(u)| = [l

weVH, flull=1 weVH, flull=

En conclusion on obtient le

6.9.* Théoreme :

Le N-dual d'un espace semi-normé de Riesz est un espace de Riesz-Banach.

§ 7. Quotient d’un espace de (Riesz-)Banach

7.1. Théoreme : Soit W un sous-espace fermé de l'espace de Banach (V| ||);

on définit sur l'espace quotient V/ W la norme ||u||, = inf [Ju+ w] ; alors V/W
we W

est complet pour cette norme et constitue donc un espace de Banach.

Dém : Démontrons d’abord que || ||, est bien une norme sur V/ W.

1) Soit w e V/W tel que ||u||, =0 ; il existe donc une suite w,, € W telle que

|lu+w,|| =0, cca-d —w, — u, donc u e W, c-a-d u=0.
2) [[Aulle = [Aulle = inf [[Autw|] = [A] inf [Jutw/X]|=]|A] inf [Jut+w]]=[Al]wl],
weW weW weW

3) Soient u, v € V/W et soit € >0 ; il existe wy, we € W tels que

|lu+wi| <||ul|le +¢ et |Jut+ws| <||U|ls + & ; on peut donc écrire
@+, = llutvle= inf Jutv+w] <|lutv+w +w
weW

< lu+will + v+ wsa || < J[ulls + [[0]ls + 26 ;
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comme ¢ est arbitraire, on a bien ||u+ 0|, < ||@|ls + [|7]]s-

Remarquons en passant que Yu € V | [|ull, < ||u] |-

Montrons maintenant que V/ W est complet pour la norme || |,.

Soit @, € V/W une suite de Cauchy ; il existe donc une suite strictement croissante

—~ —~ 1 . .
n; € IN telleque VieIN Vn>n; |u,—tn,,|.< i onaen particulier

1
VielN |un,. o < 5 il existe donc une suite w; € W telle que

—~
141 unl

) 2 1 i—1
VieIN ||tn,,, —Un, + w; g;: 5i=1 3 posons VielN v, =up, + >, wg;
k=0
. 1
ona VielN ||vi+1—vi||:||uni+1— +w,||_ QZ ,

e 1

Z 1:2@‘—25

donc Vj>i |v;—wv;] <

donc wv; est une suite de Cauchy dans V ; soit v € V sa limite ; ona Vi€ IN

Vi ne T —5ll < 1@ — @l + |7 — Bl = 13 — @l + 15 - 3l
< | n — U, |le + Ui — v < 5 T 52 < 573 donc 1, — 0.

7.2. Définition : Soient Vi, V5 des sous-espaces fermés de V telsque V=V;®V,y ;
supposons Y wv; € Vi inf ||lvg + v = ||vi] et Ywy e Vy inf ||vg+v| =]ve] ;

vE Vo veEVy
alors on dit que la décomposition V = V; @ Vy est normale.

Remarque : Une décomposition quelconque V = V; @V, vérifie déja trivialement
Vo eVy inf vy +o| <||v1]] et VYwvy€Vy inf |Jvg+ o] < lusl.

vE Vg vEV1

7.3. Théoreme : Soient Vi, V5 des sous-espaces fermés de V tels que V=V;® Vs ;
soient 71 et mo les projections associées a cette décomposition ; alors la décomposition

V =V; ®V, est normale ssi
V1—>V23U+V1|—>7T2<U) et V2—>V11'LI,+V2'—>7T1(U>

sont des isométries bijectives.

Dém :
|lu+ Vil = inf [[u+v| = inf |71 (u) + 72 (u) 40| = inf |72 (u) +v] ;
veEV] vEV] veE Vi
donc [Ju+ Vills =||m2(w)] et [Ju+ Val|le =] m1(u)| ssila décomposition

V =V; & Vy est normale.

7.4. Définition :
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Soit V un espace de Riesz-Banach ; on dit qu'un sous-espace W de V est total ssi W

est cohérent, intégral et fermé.

7.5. Théoreme : Soient V un espace de Riesz-Banach et W un sous-espace total de V;

alors V/'W possede naturellement une structure d’espace de Riesz-Banach.

Dém : V/W possede une structure d’espace de Riesz d’apres le Théoreme II 3.5 et
une structure d’espace de Banach d’apres le Théoreme II 7.1 ; il reste donc a montrer

que V/W est bien un espace de Riesz-Banach, c-a-d que

Vi, e v/W [[al <@l = |l < |l

c-a-d encore

Vu,veV YweW [|u|§|v|+w = inf [|[u+z| < inf ||[v+z|
reW rzeW

La démonstration utilise plusieurs lemmes.

Lemme 1 : Yu,veV |u|—|u|A|v] < |u+v].

Dém : |u|—|u+v|<|u| et |u|—|u+v|<]|v|, donc |u|—|u+v| < |ulAlv].

Lemme 2 : Yu,veV |[lul+v|>|u— (ut Alv]|—u" Alv])].

Dém : En appliquant le Lemme 1 & |u| et v on obtient
] = Jul A o] < |Jul+o]; or Jul=|ulAlo] = ut +u= —ut Alo|—u= Aol
= (u —ut Afol) + (= Afo]) = | — A Jo]) - (u —u” Alo])|

=|u— (u"Alv|=u" Alv])]; donc |Jul+v| > |u— (ut Alv|—u” Alv])].

~

Lemme 3 : YueV |[[alll,=1al,, ca-d inf |||u]+w]| = inf Ju+w].
weW we W

Dém : Soit v €V ; d’apresle Lemme 1 ona Vw e W
0 < Jul = lul Alwl < Jutwl, done [[Jul = Jul Alw|| < flu+wl],
donc inf || |u| + x| < inf |[Ju] — |u| A|w]||| < inf lu4w]|; d’autre part d’aprés
zeW weW weW

le Lemme 2 inf |||ul+w| > inf |[u— (u" A w|=u" Alw])| > inf Ju+z].
weW we W zeW

Lemme 4 : Yu,veV* [ugv = Hﬂ\l.sllﬁll.},

c-a-d Yu,veVt [ugv = inf ||u+z| < inf ||v+y||}.
zeW yeW
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Dém :
En appliquant le Lemme 1 on obtient Vu,v € VT telsque u<v et Ywe W
0<u—uA|w|<v—vA|w| < |v+w|, done [|[u—uA|wl| < [v+w] ;

donc inf [Ju+z| < inf ||u—uA|w|]| < inf v+ w].
zeW we W weW

Fin de la démonstration du théoréme :

Soient u,v €V et we W tels que |u| < |v|+w ; alorson a

.= |17

~ ~

Izl = [}

~

. < |lv]+w .= 9l

§ 8. Morphismes et isométries de Riesz

8.1. Définition : Soient V et V’ deux espaces de Riesz ; 'application linéaire

¢ : V=V’ est un morphisme de Riesz ssi |Vu eV [é(u)| = ¢(Jul) |

8.2.* Théoreme : Si ¢ : V— V'’ est un morphisme de Riesz on a (u, v € V)

) u>0 = ¢u)>0

2) usv = ¢(u) < ¢(v)
3) d(unv) = ¢ Ad(v)
4) ¢(uVo) = ¢(u)Veé(v)

Si application linéaire ¢ vérifie seulement les conditions 1) et 2), d’ailleurs clairement

équivalentes, on dit que ¢ est croissante.

Exemples

Vi € PM™T Tapplication | R — PM : f+ f.[i| est un morphisme de Riesz.

VfeR" lapplication | PM — PM : i+ f.[i | est un morphisme de Riesz.

8.3. Définition : Soient V et V’ deux espaces semi-normés de Riesz ; le morphisme

de Riesz ¢ : V— V' est une isométrie de Riesz ssi |[Vu eV |¢(u)l]ls = ||ulls |-

Si Vet V' sont des espaces de Riesz-Banach on parle d’une isométrie de Riesz-Banach.

Une isométrie de Riesz-Banach est toujours injective, mais pas nécessairement bijective .
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CHAPITRE III

FONCTIONS POSITIVES SEMI-CONTINUES SUPERIEUREMENT

Les fonctions positives semi-continues supérieurement constituent 1’outil théorique in-
dispensable a la démonstration du théoreme de convergence dominée de Lebesgue. En
particulier le théoreme de semi-complétude de I'ensemble de ces fonctions est a la base

du théoreme de complétude de I'espace des fonctions universelles.

1. Définition : Une fonction f € FT est semi-continue supérieurement (scs) ssi

Ve€la,b] lim f(z) < f(c)

Tr—cC

2. Théoreme : Si f € F* est scs, alors f est , ca-d feFt,

et f atteint sa borne supérieure.

Dém : Supposons que f ne soit pas bornée et soit une suite z, € [a,b] telle que
f(z,) = 4+00. Par compacité de [a,b], il existe une sous-suite x, qui est convergente ;
posons ¢ = lim z,/ ; alorsona + oo = lim f(z,) < f(c), ce qui est contradictoire.
Soit M la borne supérieure de f ; alors il existe une suite z, € [a,b] telle que f(z,) —
M . Par compacité de [a,b], il existe une sous-suite x,, qui est convergente ; posons

c¢=lim z, ; alorsona M = lim f(z,) < f(c), donc f(c)= M.

On note S:{fe}”“Hfscs}, SS:{fEEJ“Hfscs}zgﬂS
et RSES={feR"||fses}=RnNS.

On a clairement |ESC RS C S C FT| e |CTC RS\

3. Théoreme : £S, RS et S sont stables pour les lois +,“-”7, V, A et pour la

multiplication par un réel positif.
Dém : 1l suffit de montrer le théoreme pour S :

a) Soient f, g €S et posons h=f+g; ona Vc€ [a,b] @hﬁ (@f)%—(@g)
< fle)+g(c) = h(e).

b) Soient f, g €S etposons h=fg; ona Ve&[a,b] Tm h< (fm f) (lim g)
< fle)g(e) =h(e).

c) Soient f, g €S et posons h=fVg; ona VceEa,b] @h:(@f)v(@g)
< f(e)Vyg(e) =h(e).
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d) Soient f, g€ S et posons h=fAg; ona Vc€|a,b] limh<Ilim f < f(c);
de méme lim 7 < g(c); donc lim h < f(c) Ag(c)=h(c).

e) Soit fES et A>0; ona Vec€[a,b] lmAf=Alim f < \f(c).

4. Théoreme : Soit f € F* ; alors fe€ S8 ssi Va>0 l'ensemble

{z €[a,b]| f(x) <a}]| estouvert dans [a,b].

Dém :

a) = : Soit a > 0; il faut montrer que 'ensemble E = {z € [a,b] || f(z) <a}
est ouvert dans [a,b]; soit ¢ € E; comme f(c) < a il existe un intervalle ouvert I
contenant ¢ tel que Ve €l f(x) < f(¢)+[a— f(¢)] =a; donc I C E, ce qui montre

que E est ouvert.

b) < : Soit ¢ € [a,b] ; il faut montrer que E_inc f(x) < f(e), cca-d que Ya >0
il existe un intervalle ouvert I contenant ¢ tel que Vo € I f(x) < f(c)+a ; soit a >0
et soit E={z€[a,b]| f(z) < f(c)+a}; E est ouvert et c € E ; il existe donc bien
un intervalle ouvert I C [a,b] tel que ¢ €I C E.

5. Théoreme de semi-complétude de S

Soit f, €S, f, suite décroissante, f, — f € FT; alors fe S |.

Dém : Posons f=inf f, € F'; soit ¢ € [a,b]; ona

VneIN lim f < lim f, < fu(c); donc lim f < inf f,(c) = f(c).

Enoncé équivalent : | Pour toute suite f, €S ona inf f, € §|.
neN

6. Théoreme de convergence uniforme dans S (Généralisation du théoreme de Dini)

Soit f, €S, f, suite décroissante, f, — 0 ; alors f, — 0 |.

Dém : Soit e>0; onpose VneIN E,={z€[a,b]| fu(z)<e}; ona
a) VneIN E, estouvert dans [a,b]
b) VneN E,C Eu.
c) U E,=]la,b]

neN
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Il existe donc N € IN tel que Ey =a,b]; donc Vz € [a,b] fy(x)<e;

donc f, 20.

7. Théoreme de stabilité (Riesz-Nagy [26] p. 34)

Soit A une partie de FT stable pour la loi A; on note A, I'ensemble de toutes les

fonctions de F* qui sont limites simples de suites décroissantes de A ; alors on a

1) A, est stable pour la loi A

2) | (A=A,

3) Si A est stable pour les lois +, “-” | V ou pour la multiplication par un réel

positif, il en est de méme de A .

Dém
1) Soient f,, g, € A des suites décroissantes ;
posons [ = i%f fn€e Al et g= iI%fgnGAi.
Ona VnelN 0< fuhgn—fAg<(fu—1)+(9.—9),
donc f/\g:i%f(fn/\gn)EAi.

2) Soit f, € A, une suite décroissante et posons f = inf f, € FT ;

n
soit Vn €N f,r € A une suite décroissante telle que f, = ilgf fok 5 -
posons Vk €N gr= for N fix A ... A frr € A; lasuite g, est décroissante,

donc g = i%f gr € Ay ; alors

a) ona VEEIN gpr > foAfi...Nfx=fr; donc ¢g> f;
b) ona Vn<k gp < fur, donc VneIN ¢g<f,; donc g<f.

En conclusion f=ge€ A,.

3) Evident.

Remarque :

Le théoreme de semi-complétude de S peut s’exprimer sous la forme | §; = & |.

8.* Lemme : Soit F un intervalle fermé de [a,b] ; alors 1 € ES.

9. Théoreme : Soit F un fermé de [a,b]; alors | 1p € (£S),|.
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Dém :

Soit € l'ouvert complémentaire de F dans [a,b] ; on peut écrire Q@ = |J Q,
n € IN*

avec (), = réunion (finie) des intervalles maximaux de Q de longueur > —.
n

Notons Vn € IN* F,, le complémentaire de 2,, dans [a,b] ; alors on a

a) VneIN* 1p, € ES car F, est une réunion finie d’intervalles fermés de [a,b].
b) la suite g, est décroissante car la suite €2, est croissante ; .

c) F= () F,, donc 1g=inf 1§, .

n € IN*

En conclusion 1 € (£S);.

10. Théoreme : | (€S), = S |.

Dém : Onadéa (£S); C S = S. Il reste a montrer I'inclusion opposée.
Soit f € §; en considérant éventuellement f/| f| on peut supposer f <1 ;

onpose YneIN* Vke[[0,n] Fu={z€lab]| flx)>k/n}, et VneIN*
f”_%é:o Iy, ; VneIN* Vke[0,n] F,x estunferméde [a,b], donc
VneIN* f,e€(ES),. Deplus VneIN* Vke[0,n]] Voze&la,b] ona

k/n < f(z) < (k+1)/n = fu(z)=(k+1)/n> f(x); donc ¥Yn € IN* ona
f<fo et |Ifa—"Fl §%; on en déduit f, — f. Posons Vn € IN
gn="JoNFiN ... AN fr, € (ES), ; lasuite g, est décroissante et on a

VnelN* f< g,< f,; donc g, f, donc fe [(ES),], = (£5),.
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CHAPITRE IV

THEOREME DE LEBESGUE SUR [a,b]

Ce chapitre est consacré a la démonstration du théoreme de convergence dominée
presque partout sur [a,b]. En fait nous démontrons un théoreme de convergence bornée
partout sur [a,b], que nous appelons simplement théoréme de Lebesgue ; nous expli-
quons a la fin du chapitre pourquoi, malgré les apparences, il n'y a aucune perte de
généralité.

Chemin faisant nous construisons deux extensions successives fondamentales de I'espace
des fonctions réglées : d’abord l'espace des fonctions pseudo-réglées, puis l'espace des

fonctions universelles .

§ 1. Théoreme de Lebesgue dans R

1.1. Lemme : Soient deux suites 571, @Zn € PM™ ; alors on a

Igf Jn S io |77’Z;n_$n} + I%f gb/n

Dém : Ona VnelN
Do AVLA oo Ah < [PoADIA oo Ay — GoAGLA o Adn | + GoADIA ... Ay
Sﬁ:ohgr_;r}"i_ao/\gl/\“-/\%n;

on en déduit Inf @Zn < > !@Zr — $T| + Inf &s'n
n r—0 n

1.2. Lemme de convergence fine dans RS

Soit une suite f, € RS telle que f, 20 alors Ve PMY ona foii—0;

en conséquence [ (fn) = || fn it]lx — 0.

Dém : La suite f, i est dominée car la suite f,, est bornée ; soit Vn € IN

Un = Sup (fatp 1) € M™ ; il faut démontrer U =5 0. Posons Vn,pelN
peIN

Gnp =faV Jar1V ooV faip ERS 5 ona gnp it = (fu 1)V (fasr )V ..oV (fusp 1),
donc pour n fixé g, it Y {/;n quand p — + o0.

[o.¢]
Soit € > 0 et soit une suite €, >0 telle que > &, < € ; choisissons Vn € IN
n=0

un indice p € IN tel que szn—gnp/lH*ggn; onpose VneIN g, =g,, € RS;
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on a donc Vn € IN szn—gnﬁH* < g, ; dautre part Yn € IN ona g, < sup foip;
peN

or quand n — + 00 ona sup fn+pi>an:o, donc gniﬂ).
peN n

Posons YVneIN h,=goANgiN...Ng, €E RS; ona VneIN h,<yg,,
donc h, = 0; de plus la suite h, est décroissante, donc h, — 0, donc h, fi 50;
on peut des lors écrire Igf (gn ,&) = Igf (hn ,&) =0.

En appliquant le lemme précédent on obtient donc

It Bl < S 100 —guill. + 16 (0u )], < 35 2 <

comme ¢ est arbitraire on en déduit Inf Jn =0.

1.3. Lemme d’approximation dans £*

Vie&Et VieMt Ve>0 ilexiste g€ &S telque g<f et a(f—g) <e.

Dém : Soit fe T et e M™T; on construit g € ES de la maniere suivante :
on annule f dans des intervalles ouverts contenant les points de discontinuité de f,
sans changer les valeurs de f aux points de discontinuité euz-mémes ; on obtient ainsi
une fonction g € ES avec g < f; en vertu de I’ hypercontinuité de [i, on peut rendre

ces intervalles suffisamment petits pour que i (f —g) < e.

Remarque : | C’est ici qu’intervient la condition i € M* au lieu de g € PM™.

En conséquence l'extension du lemme de convergence fine a des espaces plus généraux

que RS ne s’appliquera qu’aux mesures.

1.4. Lemme d’approximation dans R*

VSieERY Vie Mt Ve>0 ilexiste g€ &S telque g< f et a(f—g) <e.

Dém : Soit f€RT; soit he & telque h<f et ||f—h| <e/lils;
soit g€ &S telque g<h et ji(h—g) <e;alorsona g<f et

i(f—g)=na(f-h)+plh—g) < 2e¢.

1.5. Lemme de convergence fine dans R+

Soit une suite f, € Rt telle que f, 20 calors Vie Mt ona f,ji=>0;

en conséquence fi(fy) = || fu i)« — 0.
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Dém :

Soit une suite e, > 0 telle que io €, < + o0 ; choisissons VneIN g, € ES
tel que gu < fu et fi(fa—gu) < cn
ona ¢y 30, donc g, fi = 0 ; on peut écrire Vn, pe N
| (faV fasa VooV faip) = (9n Vgnir VooV gngy) ]|, < r§0 i (fotr — Gntr)

00 00
< ZgnJrr: Zgr;
r=0 r=n

donc quand p — + oo Sup (fa+p 1) — Sup (Gnip )

oo
< X &
peN peN * r=n

donc quand n — + oo Lim (f, i) = Lim (g, fi) = 0.

1.6. Corollaire : Théoreme de Lebesgue dans R

Soit une suite f,, € R telle que fnife”lz; alors VieM ona f,j— fii;

en conséquence fi(f,) — @ (f).

, N _ . b
Dém : Ona VneIN |fop—fal<|fo—fllR]; or |fu—f|l—0,
donc |f, — f| || =0, donc f, i = fi.

§ 2. Fonctions pseudo-réglées. Théoréeme de Lebesgue dans PR

Supposons i € M ; pour 'instant le produit fi et le réel i(f) n’ont de sens que
si f € R; ce paragraphe et le suivant vont nous permettre d’étendre la validité de ces

expressions a des fonctions f de plus en plus générales.

2.1.* Théoreme :
Les deux propriétés suivantes sont équivalentes pour une fonction f € F :
1) Il existe une suite f, € € telle que f, L f.

2) 1l existe une suite f, € R telle que f, N f.
2.2. Définition : Une fonction f € F qui vérifie ces propriétés est dite pseudo-réglée.
On note PR = {f eF || f pseudo—réglée} OR.

2.3.* Théoreme : PR est une sous-algebre cohérente de F.

2.4. Théoreme : | S C PR™|.
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Dém : Ona S= (ES),; or ESC ET, donc S C PR*.

2.5. Théoreme de fermeture uniforme (Baire [1] p. 112-114)

Soit © un ensemble quelconque ; on note F(2) I'espace de Riesz des fonctions bornées

~

de @ dans IR. Soit V un sous-espace cohérent de F(2) tel que 1 € V ; on note V

le sous-espace des fonctions f € F(£2) pour lesquelles il existe une suite f, € V telle

b S , .
que f, — f. Alors | V est fermé pour la convergence uniforme |.

Ce théoreme se démontre a 'aide de deux lemmes.

Lemme 1 : Soit une suite f, € F(Q) telle que f, = f € F(Q) et soit une suite

décroissante €, > 0 ; alors il existe une sous-suite f,, telle que || f, ., — fo, || < &p.
Dém :

On choisit une suite croissante n, € IN telle que Vpe IN |/ f,, — f| <&,/2;

onaalors VpeN |furs = furll < fupss = Fll+ 11 fuy = £ S 611 /24 2,/2 < 2.

Lemme 2 : Soit une suite f, € V ; alors il existe des suites gn,p €V telles que
VnEN gup > fo et Vi, p €N [guiiy—gupll < [ fast = full-
Dém
Choisissons V7 € IN une suite f, , € V telle que fn,pg fn; onpose Vn e IN
an = |[fns1 — foll et on définit Vp € IN
go,p = fo,p
91,p=9go,p+ (=) V(f1,p = go,p) N o
ga,p=91,p+ (—a1) V(fa,p —g1,p) N1

g3,p 292,p+(_a2) v(f37p_g2,p) N Qg

Onabien Vn,peIN g, ,€V et ||gni1,p—npll < n=|Ffos1 — full ;

par ailleurs on peut écrire quand p — + oo

b
go,p — fO

917p£>f0+(—040)\/(f1—f0)/\040Zfo+(f1—fo):fl car —ag < f1— fo < ag
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92,p£>f1+(_041)\/<f2—f1>/\041:f1+(f2—f1):f2 car —a; < fo—fi <oy

IN
5

Gsp 2 fot (—a)V(fs—fa)Aaa=fot (fa—fo) = fs car —ay < fs—fs

Démonstration du théoreme

Soit la suite f, € V telle que f, > f € F(Q) ; il faut montrer f € V.
Soit une suite e, > 0 telle que i Ep < + 00 ;
n=0
en vertu du lemme 1 on peut supposer Vn € IN || foi1 — full < en;
en vertu du lemme 2 il existe des suites g, , € V telles que
VnelN g,, g fo et Vn,pelN Hgn+1,p _gn,pH <[ frgr = full < €n;
nous allons prouver g, , 2 f, ce qui démontrera le théoreme.

o0
Soit € > 0 ; choisissons N € IN tel que > e, < ¢ et |[fx—f]<e;
r=N

ona Yp>N g, ,—f= (gnp— fn)+ (fv—F)

+(gN+1,p — 9N, p) T (GN42.p —9N+1,p) + o +(9p,p — Gp-1.p) >

p—1
donc |gp,p— fl=1lgnp—fnl+fn—fI + ZNé“r <lgnp— fn|+2¢;

on trouve donc lim |g, , — f| < 2¢; comme ¢ est arbitraire on en déduit
p— + o0

gp.p— [ deplusona Vp>N g, , = gn, + (Gni1p— INp)

+ (9n+2,p = IN+1,p) + oo F(Gpp — Ip-1,p) s
p—1
donc ||gp.pll < llgnpll + D0 er < |lgn,pll + € ; comme gy, est une suite bornée
r=N

il en est de méme de la suite g, ,, donc g, , L f-

2.6.* Corollaire : | PR est un espace de Riesz-Banach pour la convergence uniforme.

2.7. Théoréme d’extension

Soit une suite f, € R telle que f, N fePR; alors Ve M f, i converge

finement dans M vers une limite qui ne dépend que de f (et non de la suite f,).

Dém : La suite f, i est dominée car la suite f, est bornée ; soit Vn € IN
(gn: Inf (fo4p ) € M et {bvn:Sup (fatp ) € M ; posons Vn,pe N
peNN peEN

gnp:fn/\fn+1/\"' /\fn+p €R et hnp:fn\/fn+1\/ \/fn+p eER.
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Pour n fixé on a gnp/]ﬁan et hnpﬂiﬂzn quand p — 400 ; soit € >0
et Vn € IN choisissons p € IN tel que Hgn—gnpﬂﬂ*gs et “@Zn—hnpﬂ||*§€;
onpose Vne€IN g,=gnp, et h,="hy,.

Ona VneIN inf f,, < g0 < fu < hp < sup fop; or inf fo, = f
peIN peNN peIN

et sup fn+pi>f quand n — 4 oo, donc gngf et hngf;
peN
on en déduit k, =h, — g, L) ; donc k, [i 50 ; or on peut écrire

||{/;n_<gn||*§ H{En_hnﬂu*_}_nknl]“*"i_Hggn_gnﬂ”*g ||knﬂ”*+257

donc || Tim (f, ) ~ Lim (£, i)

< 2¢; onadonc Lim (f, )= Lim (f, @),
ce qui prouve que la suite f, i converge finement dans M.
Montrons que cette limite ne dépend pas de la suite f,, mais seulement de f;

soit une suite ¢, € R telle que ¢, 3>f; ona @,— fn N 0, donc (pn—fo)ft =0,

donc Lim (apn ,1) = Lim (fn [L).

2.8. Définition : V f € PR Vi€ M nous pouvons donc définir fn € M de la

maniere suivante : | fu = Lim ( fn /1) ou f, est n’'importe quelle suite dans R
n

telle que f, 2 f.

2.9. Définition : Tout i € M s’étend canoniquement a PR en posant

ViePR p(f)=(fa)@)].

2.10.* Théoreme : Vfe PR VaeM ona |a(f)=1lm a(f,) | ou f, est

n’importe quelle suite dans R telle que f, L f.

2.11.* Théoreme : Vfe PR VieM ona 1) |fi|=|f||f]

2) [aOT<Tal(D) < Tall
3) Nl <IfIIAal

2.12.* Théoreme : M, Mp, L' sont des |domaines de Riesz | sur PR.
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2.13. Lemme de convergence fine dans S

Soit f € S et soit une suite f, € S telle que f, 20 ;alors Ve Mt ona

fo X0 ; en conséquence i (fn) = || fu it |« — 0.

Dém : Méme démonstration que dans R S.

2.14. Lemme d’approximation dans PR™

VFEPRT VieM*T Ve>0 ilexiste g€8 telque g<f et a(f—g) <e.

Dém : Soit une suite f, € R telle que f, LN f;

par définition de fji ona Inf (f.p /i) = ffi ; en négligeant éventuellement un nombre
peN

<e.

*

fini de termes de la suite f, on peut des lors supposer H fo— Inf (f,[)
eEN

n

Posons ¢ = ig% fo € PRT; ona ¢ < f; de plus par définition de ¢ /i on a
6ji= Tk (fuf), done i(f—6) <.

Soit une suite €, > 0 telle que io e, < e; s0it VneIN g, €ES tel que
gn < fu et G(fu—9gn) < €n; pc:sons g:nigl];I gn € S C PR";

ona ¢g<¢<f etpardéfinition de fi(¢ —g) on peut écrire

i@ =g)= lm j(oAfiA - AfumgoAgA o Ag) < S f )

< f:o e, < e onendéduit i(f—g) < i(f—¢)+jild—g)<2e.

2.15. Lemme de convergence fine dans PR*

Soit une suite f, € PRT telle que f, 20 alors VieMt ona f,i=>0;

en conséquence [i(f,) = | fo ft|lx = 0.

Dém : Meéme démonstration que dans R .

2.16. Corollaire : Théoreme de Lebesgue dans PR

Soit une suite f, € PR telle que fngf € PR ; alors ViEM ona f,i—> fji;

en conséquence [i(f,) — @ (f).

Dém : Meéeme démonstration que dans R.

49




§ 3. Fonctions universelles. Théoréeme de Lebesgue dans W

3.1. Définition : Une fonction f € F est universelle ssi

Vie MT Ve>0 ilexiste g,h € PR telsque g< f<h et a(h—g)<e]|.

Onnote W={feF H f universelle } > PR.

3.2.% Théoreme : W est une sous-algebre cohérente de F.

3.3. Théoreme de complétude de W : | Soit f, € W, f, L feF; aors feW].

Dém : On peut supposer f, monotone car lim f, = sup (inf fn+p).
n n P

a) fn décroissante

Il est loisible de supposer Vn € IN f, € Wt soit 1€ M* et € >0;
soit une suite €, > 0 telle que io en < e; soilent Vne€IN g¢,, h, € PRT
tels que g, < fr, < h, et f(h,—gn) < e, ; soit enfin VneIN k, €S tel que
kn <gn et f(gn—Fkn) <e,; onadonc f(h,—k,) <2e,; posons VneIN
H,=hoAhi... \h, € PR et K,,=koANki... Nk, €S C PR ; posons de plus
K = irgfk:n € SCPR"; ona KngK, donc (K, — K)—0; soit Ne€IN
tel que f(Ky—K)<e; ona K< f<Hy et K<Ky<Hy; on peut alors écrire

(HN—K) :[J,(HN—KN)—F/J(KN_K) S i ﬂ(hr_k?r> + €

IN =

> 2e, +e<3¢; donc feWw.
r=0

b) f, croissante

On raisonne sur la suite — f,, qui est décroissante ; donc — f € W, donc f e W.

3.4.%* Corollaire : W est un espace de Riesz-Banach pour la convergence uniforme.

3.5. Définition : Une fonction est universellement mesurable ssi elle est limite simple

d’une suite de fonctions universelles.

On note W = { fe F H f universellement mesurable}.

3.6. Théoreme de complétude de W | Soit fn € )7\/\, fo>fe ./?; alors f € W .
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Dém : Soit une suite f, EW telle que f, = f € ]?; alors Vk € IN*
(—k)VfaANEEW et (—k)\/fn/\k:i(—k)vf/\k‘, donc (—k)VfANEeEW,
par ailleurs (—k)V f Ak — f, donc few\

3.7.% Théoreme : W est un sous-espace cohérent de F.

3.8. Définition : VfeW Ve M on définit fjie€ M en posant

e VieM* fip= Sup (gi) = Inf (hfi)
gEPR,9<f he PR, h>f

o VieM  fh= fit—fi

3.9. Définition : Tout g € M s’étend canoniquement a W en posant V f € W

o VieMt A(f)=(f)A) = swp  flg) = inf j(h)
ge PR,g<f hePR,h>f

o VieM  u(f)=(fm)@) = g (f) —pa(f)

Notation intégrale :

VieM YfeW onnote ﬁ(f):/(fﬁ)(x)=/f(x)ﬁ(w)-

3.10.* Théoreme : VfeW VaieM ona 1) |fi|=|f||i|
2) [a (A< Tal(lf) < Tallk el

3) il <INl

3.11.* Théoréme : M, Mp, L' sont des | domaines de Riesz | sur W.

3.12. Lemme de convergence fine dans W™+

Soit une suite f, € W telle que f, 20 calors VieMT ona f,i=>0;

en conséquence i (f,) = || fn it]ls = 0.

o
Dém : Soit une suite €, >0 telle que > &, <+ 00 ;
n=20

soient Vn€IN g,, h, € PRT telsque g, < fo<h, et ji(h,—g,) < én;

b - L
ona ¢g,—0, donc g, i 0; on peut écrire
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o) )
VnE]N S Z Entr = Z Er,
r=n

* r=0

Sup (hn—l-p IEL) — Sup (gn+p ﬂ)
pelN peN

donc quand n — + oo Lim (h, fi) = Lim (g, fi) = 0 ;

orona Lim (f, /i) < Lim (h, ft), donc Lim (f, i) = 0.

T on

3.13. Corollaire : Théoreme de Lebesgue dans W

Soit une suite f, € W telle que fnngW; alors YieM ona f,ji= fii;

en conséquence [ (f,) — f(f).

Dém : Meéme démonstration que dans R .

Remarques finales : Notre version du théoreme de Lebesgue parait a priori moins

générale que la version classique ; ce n’est qu’une illusion ! En effet :

1) Nous supposons la convergence partout au lieu de la convergence presque partout.

Il suffit simplement de décider que les fonctions de la suite sont nulles aux points ou il

n’y a pas convergence pour se retrouver dans le cas de la convergence partout.

2) Nous supposons la convergence bornée au lieu de la convergence dominée.

Soit donc une suite de fonctions f,, convergeant partout vers une fonction f, et soit

F' une fonction positive sommable pour f telle que Vn € IN |f,| < F ; on peut
fn

supposer Vzx € [a,b] F(z) > 0; comme Vn € IN T < 1, en appliquant la version

“bornée” du théoreme de Lebesgue a la suite E et a la mesure F' i, on obtient

frne [ ﬁ/im—/fﬂ

3) Remarquons aussi que nous formulons le théoreme de Lebesgue de maniere plus précise

qu’il n’est d’usage, puisque nous affirmons la convergence fine des mesures f, i et pas

seulement la convergence des intégrales fi(f,) = / fo o

Remarque pédagogique : Comme on a pu le constater, le théoreme de convergence

dominée reste, malgré toutes nos tentatives de simplification, un théoreme relative-
ment ardu a démontrer (contrairement au théoreme de convergence monotone). En
conséquence, son introduction récente et généralisée dans le premier cycle des universités

et en classes préparatoires, sous prétexte de donner aux étudiants des outils “puissants”
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et de leur faire “gagner du temps” , parait inopportune. Utiliser des théoremes dont on
ne maitrise ni la formulation ni la démonstration n’est sirement pas la meilleure maniere
de développer un esprit scientifique de qualité .

Il est, a notre avis, bien plus formateur de traiter les problemes relatifs a la per-
mutation des limites et des intégrales, et donc aussi des intégrales entre elles, par des
théoremes de convergence ou de continuité uniformes ; de tels procédés sont certes moins
puissants et moins élégants, mais ils permettent de justifier simplement et completement
toutes les “manoeuvres” que l'on est amené a pratiquer sur des expressions intégrales
concretes. Ces méthodes donnent en outre 1’'occasion d’appliquer intensivement les tech-
niques fondamentales de ’analyse , résumées dans la célebre formule de Jean Dieudonné :
“majorer, minorer, comparer” .

Bien entendu notre intention n’est pas de dénigrer 'intégrale de Lebesgue en général ,
ni notre travail en particulier ! Cette théorie et ses applications trouvent leur place
naturelle en derniere année de Licence ou en Maitrise, ou elles permettent d’atteindre
“d’un bond” un niveau de généralisation, de sophistication et in fine de simplification de
I’analyse, tel que les potentialités de celle-ci en sont multipliées de maniere phénoménale .

Mais ce surcroit de sens et de puissance a un prix : la plus grande abstraction des
concepts de base de la théorie, dont on imagine mal qu’ils puissent avoir une quelconque
signification pour les étudiants des deux premieres années de ’enseignement supérieur .
Ce handicap apparait d’autant plus insurmontable quand on considere avec quel bagage
mathématique réduit les éleves entrent désormais a l'université ou en Math Sup, compte
tenu des “allegements” drastiques subis depuis vingt-cing ans par les horaires, les pro-

grammes et les exigences dans les enseignements primaire et secondaire.

kK ok ok ok ok ok ok ok ok
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Récapitulatif : Pour améliorer la compréhension de notre théorie, nous présentons

dés maintenant le schéma complet d’inclusion des principaux espaces de fonctions,
fonctionnelles, mesures et pseudo-mesures sur [a,b], déja définis dans les chapitres

précédents ou a définir dans les chapitres suivants :

W FO

U U
ECRCBACPRCW > BC L*CL'C MpCMCPM
U u uswu U U U
C S Z K Np ¢ N C PN
U U
A C PA
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