ANNEXE

PARTIES TOTALEMENT BORNEES DE (!

Soit V' un espace de Banach.

Définition : Une partie de V est bornée ssi elle est incluse a une boule de V.

Définition : Une partie de V est totalement bornée ssi Ve > 0 elle est incluse a une

réunion finie de boules de V' de rayon e.

Une partie totalement bornée est évidemment bornée.

Théoréme fondamental : Une partie bornée A de L£! est totalement bornée ssi

Ve >0 il existe § > 0 tel que

1°) erA/aTh(x)dxge et erA/b:}ﬂ(x)dxge

2°) |VfeA Vhe& Yue[-6,6]

b—d
| )= h@) Fayda| < el |

+46

Dém :

a) = : Soient f& L' et he &; soit € >0 et soit g €C tel que Hf—ngge;
ona Yu€c|[-4,0]

b—6 3 b—6
/ [h(m—i—u) — h(a:)}f(:v)dx —/ [h(a:—i—u)— h(x)}g(x)dx
a+6 a+d
b—o
= /H [h(z+u)—h(@)] [flz) —g(@)] de| < 2]|h| || f= g, < 2€ k] ; de plus

— /ab_Huh(w)g(:z:—u)dx —/b_éh(x)g(x)d:v

+d+u a+o

/ ) [h(z+u) — h(z)]g(z)da

+4

a+0+u
/ h(z)g(x—u)dx

+6

b—6
/ h(:l:)[g(:ﬁ—u)—g(:lz)}da: +

+6

b—4§ b—4
+/ ha)g(x —u)da §||h||/ ote=w=g(@)|dz + 269l 1] ;
b a+

—0+u

soit 0 <8< —— tel que [|:1:1—:)32|§(5:>}g(x1)—g(:1:2)‘§ ‘ };

9]l b—a
b—35
alors Yue[—4§,0] /+§ [h(z4+u)—h(z)]g(z)dz| < 3ellh],
b5 .
donc Vue[-4,4] /+5 [h(z4+u)—h(z)] f(z)dz| < 5e|h].
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Choisissons dans £' un ensemble fini de boules, de centres fi, fi...f, et de rayon e,

recouvrant A ; on peut choisir en vertu de ce qui précede 6 > 0 tel que

/ ) [h(x—i—u)—h(:c)]ﬂ(x)dx < elhn];

+46

Viel[l,n]] Vhe & VYuel[-46,0]

en réduisant éventuellement § on peut exiger en outre
a+0o

Vie[[l,n !/‘|ﬂ\ dr < e etl/ | fi](x) do < €.

Soit f e A etsoit i € [[1,n]] tel que ||f— filli < e;

alors Vhe & Yue[-4,6] /b_é[h(x—i-u)—h(:v)]f(x)dac

+46

< [T+ 0 - h@)] [F@) - fi@)]da

+4

b—5 .
/ [h(z 4 u) = h(z)] fi(z)da

+46

< ellall+2¢€l[nll = 3ellA].

d_ a+90 a+0
De plus on a /+| [ d:}:</ Jr“i‘(:):)clx%—/ Jr‘f—fi|(a:)da:§26.

a

b) < : Soit ¢ la fonction R — R* dont le graphe est un triangle isocele
5
de base [—4, 0] et de hauteur 1/6 ; on a donc / d(u)du=1.
-5

Vf e £! définissons la fonction de C

fxd:la,b] >R : ml—>/ o (x—u)f(u)du

Ona Vheé /b(fm)( )h(x)dac:/ab{/abqb(a:—u)h(x)dx}f(u)du

/M U ¢ (r—u) }f( )du +£G+T.--]f<u)du+/bb6[...]f(u)d@j.

- .
g g

Kl L1

(u) du / 5[f”aﬁ(z—u)h(z)das}ﬂu)du

+46 -0

De plus

[ ][ ot wnea ]
[, oo

On a aussi

b B b—4 ~ a+é - b -
/h(w)f(:v)dxz/ h()f()dx+/ h()f()dwr/”h(x)f(fc)dx-

+46

[/a” (u-+0) fw du] 6 ) o

+46

I—I &Nl
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b
/h(fr)[(f*cb)(x)—f(x)]dx

| [ o @ an|swan = [ s

+46

On peut donc écrire Vfe A Yhe &

avec M = |K1| + |L1| + |K2‘ + |L2‘

Or on a ‘/ [ b bt ) f(u) d }gb()dv—/ab_éh(x)f(x)dx

+46

f
:'/"[ Ch(u+o)f } o) dv — Lli;6h@ﬁf@ﬂdx]¢@0dv

'/‘{ $+W—h@ﬂﬂ@d4¢@yw

</,

Par ailleurs en vertu de la condition 1°) on a clairement M < 4 € ||k ; on en déduit

[ 0@ - Fa) da

or VfeA fx¢eC; montrons que A% ¢ C C est totalement borné dans C, c-a-d

¢ (v)dv < €||h]| en vertu de la condition 2°).

/ Az +v) - h(z)] f(z) da

+46

Vie A <5€|h|, donc |||fxp—flli<5el;

d’apres le théoreme d’Ascoli :

“bomné + [(Fx)(@)| = | [ o= fw)du| < 5 1.
* équicontinu : ’(f*qﬁ)( ‘— [ x—u)—gb(y—u)]f(u)du
< I Flhla—yl.

€
Ax ¢ peut donc étre recouvert par un ensemble fini de boules de C de rayon 2 ,
elles-mémes incluses aux boules de £' de méme centre et de rayon € ; on peut donc
recouvrir A par I’ensemble des boules de £! de méme centre que les précédentes et

de rayon 6e€.
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